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Glava 1

Uvod

Zadaci oznaceni sa * predstavljaju teze zadatke. Po pravilu spadaju u ispitno gradivo ukoliko su
radeni na predavanjima ili vezbama sli¢ni zadaci.



GLAVA 1. UVOD



Glava 2

Osobine kontinualnih 1 diskretnih signala

2.1 Zadaci

Zadatak 1.1.

Dokazati osobine diskretnog jedini¢nog niza:
a) u[n] —uln — 1] = d0[n],

b) ufa —n|=1—-u[n — (a+ 1)].

Resenje:

Uputstvo: Nacrtati sliku.

Zadatak 1.2.

Izraziti sledece signale u formi osnovnog signala u formi u(t + to):
a) u(y—3),

b) u (% +3),

c) u(—3t +6),

d) u(3t —6).

Resenje:

a) u(t—3)=ut-12),

b) u (£ +3) =u(t +12),
c)u(—3t+6)=u(-t+2)=1—-u(t—2),
d) u(3t—6) =u(t —2).

Zadatak 1.3.

Sledece signale izraziti kao funkciju signala u(t + to):
a) U.(—t),

b) u(3 —1t),

¢) tu(~1),

d) (t—3)u(3—1).

Resenje:

a) u(—t) =1—nu(t),

b) u(3—1t)=1-u(t—3),

c) tu(—t) =t (1 —u(t)),

d) (t—=3)uB—t)=(t—-3)(1—u(t—3)).
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2.1.1 Parnost signala
Zadatak 1.4.

a) Ako je x(t) neparan signal, dokazati da je x(0) = 0.
b) Ako je x[n] neparan signal, dokazati da je z[0] =0

Resenje:
a) Za neparan signal vazi da je z(t) = —x(—t). Za t = 0 vazi da je (0) = —z(0), a to je moguée samo

ako je z(0) = 0.
b) Dokazuje se isto kao pod a).

Zadatak 1.5.*

Ako je z[n] = xe[n] + z,[n], dokazati sledece tvrdnje:

+oo
a) > xem] =0,

m=—00
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c) z[n] = 0.5,

d) z[n] =34+5"+57",
e) z[n| = cos(n),

f) z[n] = cos (n— §).

Resenje:

a) Ni paran ni neparan,
b) Neparan,

c) Paran,

d) Paran,

e) Paran,

f) Ni paran ni neparan.

GLAVA 2. OSOBINE KONTINUALNIH I DISKRETNIH SIGNALA

Zadatak 1.9.

Za signal na slici 1.9.1:
a) Odrediti analiticki izraz,

b) Nacrtati parni i neparni deo signala,
c) Nacrtati transformacije signala g1 (t) = —3z(t — 3), g2(t) = z(t +2) — z(t — 2), g3(t) = 5z () i

ga(t) = (2 —1).

x(t)

—9 15 -1 —05 05 1 15

Slika 1.9.1.
Resenje:
1 t<—-0.5
a) z(t) = ¢ 3tri(t) —05<t<1 =u(—t—0.5)+3tri(t) (u(t +0.5) —u(t —1))
0 t>1

b) Na slici 1.9.2 su prikazani parni (levo) i neparni (desno) deo signala.
c) Na slici 1.9.3 su nacrtane trensformacije signala x(t).
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Zadatak 1.10.

Signal je definisan izrazom: z(t) = ramp(t + 3) rect (5 4+ 1.5) + rect (£) (1 + e " u(?)).
a) Nacrtati zadati signal.

b) Nacrtati parni i neparni deo signala.

c) Nacrtati transformacije signala g1(t) = =3z (5 — 3), go(t) = (2t + 2) — (2t — 2).

Resenje:

a) Signal z(t) je prikazan na slici 1.10.1.

4 -3 -2 _1 1 2
Slika 1.10.1.

b) Parni i neparni deo signala x(t) su prikazani na slici 1.10.2.

2 [ xe(t)

!
!
|
|
|
1

t

Ry —2\!\ 1 M 3
} —0.5Y }

3 4

N - -

4 -3 -2 1 1
Slika 2.10.2.

c) Transformacije ¢1(t) i g2(t) su prikazane na slici 1.10.3.



2.1. ZADACI

=

(@]

SRS R S A
ot

Slika 2.10.3.

Zadatak 1.11.

a) Nacrtati date signale u intervalu ¢t € (—5,5).

t, t<—1

o y(t)=¢ -rect(s) —-1<t<1
—t t>1
1 t<-—%

o y(t) =< tri(t) —3<t<1
—rect(t — 1) t>1
0 t<—1

o y(t) =4 2—tri(t) -1<t<1
—t+42 t>1
t+2 t<—2
5rect (L

o y(t) = t+?) —2<t<1
1—t t>1

b) Nacrtati parni i neparni deo signala y(t).
c) Za signal iz tacke a) u intervalu t € (—5,5) nacrtati slede¢e transformacije:

o g(t) = 2y(2t - 3),
c9®)=y(G+1)—y(z-1),
o g(t) =3y (7).
o g(t)=y(2-35).

Resenje:

Pogledati resenje zadatka 1.10.

Zadatak 1.12.

Odrediti parni i neparni deo signala:
a) g(t) =4 cos(3mt),
b) z[n] = (1 + n?) sin (2£2),
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¢) x[n] = rects [n + 2],
d) z(t) = 21011 +

2
e) z(t) = %.

COS(QM — [t] sin®(t) cos(t),
Resenje:

a) Parni deo se moze odrediti pomoc¢u formule g.(t) = W:

g(t) +g(—t) 4 cos(3mt) +4 cos(—3mt)

ge(t) = 5 = 5 =4 cos(3mt).
Neparni deo se odreduje na osnovu formule g,(t) = w = 0. Ovo reSenje je oCigledno zato Sto je
kosinus parna funkcija.
b)
(14 n?) sin (2Z2) + (1 + (—n)?) sin (M)
xe[n] = = 07

2

(14 n?) sin (2Z2) — (1 + (—n)?) sin (222 b [27n
To[n] = ! 5 < ! >:(1+n)sm<27>.

Kao sto se vidi, reSenje je o¢igledno. Dati signal je proizvod dva signala: x[n] = z1[n] z2[n], pri ¢emu su
z1[n] = 14 n? i z2[n] = sin (222). Posto je 21[n] paran signal, a 22[n] neparan signal, njihov proizvod
je neparan signal. Zato je parni deo signala z.[n] = 0, a neparni deo z,[n| = z[n].

c) Posto je rects[n] = u[n+5]—u[n—6], sleduje da je z[n] = u[n+7|—uln—4], a z[—n| = u[n+3]—u[n—3.
Na osnovu toga je:

z[n] + z[—n]

reln] = TR IEN — % (fn + 7] — ufn — 4] + ufn + 3] — ufn — 8]) = % (rects[n] + rects[n)),

Q?O[TL} _ $[n] — Jj[—n] _

5 (un+ 7] —u[n — 4] — u[n + 3] + u[n — §)).

N

d) Do reenja se dolazi lako posmatranjem koji su sabirci u izraz parni, a koji neparni signali. Prvi
sabirak je t2 10/l a to je proizvod dva parna signala i samim tim paran signal. Drugi sabirak je m
i on je paran. Treéi sabirak je |t| sin®(¢) cos(t) neparan zato §to je prozvod dva parna signala, |t] i

cos(t), i neparnog signala sin®(t). Prema tome je: z.(t) = t2 101 + COS@” i 2,(t) = —|t| sin®(t) cos(t).

e)

) 1 (22 -3t+6 2t2+3t+6 1 (1_t)(2t2—3t+6)+(1+t)(2t2+3t+6)
xr = — _ _
e 2 1+t 1—1¢ 9 1_¢2 -

2282 +6)+6t>  5t2+6

N 2(1—t2) 12
x(t)—l 2t2_3t—|—6_2t2+3t+6 _1 (1_t)(2t2_3t+6)_(1+t)(2t2+3t—|—6) -
T2 1+t -t ) 2 2 - -

20282 46)+6t 26249

Too212-1) -1

Zadatak 1.13.

Koristeéi se osobinama parnosti izrac¢unati sledeée integrale:

a) /t2 /sin(t) dt,

-
3
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—t2 .
e " sin(t) dt,

b)

(cos®(t) — % sin®(t)) dt,

¢]
~

(o))
~

[ l |
i T el T ol —n

cos(t) tanh(t) dt,

1

—dt
1 —sin(t)

@
~

FIEWSE]

—

<t2 sin(5t) + cos (;) +tan3(t)> dt,

Bl

2t — P+ 213 —t 4+ 1
cos?(t)

dt.

0
p—
|
w\ﬂ\w\ﬁ @

Resenje:

a), b) i d) Podintegralna funkcija je neparna jer je proizvod neparne i parne funkcije. Zato je vrednost

integrala jednaka nuli.
3
SZ(t)dt=2/COS :/ (14 cos(2t))
0 0

o) / (cos2(t) — 12 sind(t)) dt =
———  N———

—Z parno  neparno -

—— i
o
o

wly

(=(t) + O/(l—sm 1+31n( )) =

(tan (%) - tan(O)) =2

™

o
N
\M:!
8
3
IS
P
Il
\M:!
8
3
ol
8
|
=
IS
fy
I
o — .,

0

I
I
:2/
1—sm
0
; t h t
f)/ t? sin(5t) +cos | = ) + tan®(¢) dt:Z/cos = dt:GSin(z>
—_——— 3 3 9
0

~z \ neparno neparno
3 3
20T — P 4213 —t + 1 1
g) dt =2
cos?(t) cos?(t)
_m 0
3

Zadatak 1.14.

{

dt = 2 tan(t)

Dat je signal z(t) = <5t71 +a 5”1) rect(t). Da li je moguce izabrati parametar a tako da signal z(t)

12+t t2—t
bude:
a) paran,
b) neparan.

Resenje:
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a) Da bi signal bio paran, mora da vazi

(VE) (2(t) + z(—t) £ 0 A z(t) — 2(—t) = 0).

5t—1 —5t4+1

- 0 = a=-1
2+t ey “

b) Signal je neparan ako vazi (Vt) (z(t) + z(—t) = 0 A z(t) — x(—t) # 0). Odreduje se a = 1.

2.1.2 Periodi¢nost signala
Zadatak 1.15.
Ako je signal z(t) periodi¢na neprekidna funkcija argumenta ¢, sa osnovnom periodom Ty, dokazati da

vazi:
a+Ty

To
O/x(t) it — / o(t) dt.

Resenje:
a+Top To
Smenom promenljivih 7 = ¢ + a se dobija da je [ x(t)dt = [ z(7)dr, $to je i trebalo pokazati.
a 0

Zadatak 1.16.

Ako je signal xy(t) periodi¢na neprekidna funkcija argumenta ¢, sa osnovnom periodom Tp, dokazati

¢
da je signal y(t) = [ zy(7) dr jednak zbiru linearne funkcije i periodi¢ne funkcije periode 7.
to

Resenje:

Svaki periodi¢ni signal moZe da se rastavi na konstantnu i naizmeni¢nu komponentu x 7 (t) = 2, (t)+ Xo.
Posto je signal periodic¢an, vazi da je

:EU(t):l'u(t)—l—X(]:xu(t—i-k‘To)-i-Xo:wU(t-i-k‘To), k e 7.

Ako se primeni integracija, dobija se da je

y(t) = /fﬂu(t) dt = /(:cu(t) + Xo) dt = X (t) — Xu(to) + Xo (t — to).

to to

Takode vazi i
t

t
y(t) = /xU(t+kT0)dt _ /(xu(t+kT0) b Xo)dt = Xo(t+ kTo) — Xu(to+ ETh) + Xo (£ — fo).
to to

Jasno se vidi da je X, (t) = X, (t + k Tp) periodi¢na funkcija.

y(t) - Xu(t) + Xot - (Xu(tO) + XO tO) = Xu(t) - C+ @

konstanta C periodi¢na linearna
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Zadatak 1.17.

Dokazati sledece tvrdenje za signale x(¢ f sin”(7)dr 1 y(t f cos”

a) Ako je n neparno, signali z(t) i y(t ) su perlodlcnl sa perlodom 27r.
b) Ako je n parno, signali x(t) i y(¢) su zbir linearnog signala i periodi¢nog signala sa periodom 27.

Resenje:

a) Za neparno n = 2k + 1, signali sin?**1(¢) = sin?#(¢) sin(t) i cos?**1(t) = cos?*(t) cos(t) imaju samo
naizmeni¢nu komponentu. Na osnovu prethodnog zadatka sledi tvrdenje da je perioda signala x(t) i
y(t) jednaka 2.

b) Za parno n = 2k podintegralni sabirci mogu da se rastave na konstantnu i naizmeni¢nu komponentu.
To se vidi na primeru sinusne funkcije

sin?*(t) = 277 (1 — cos(2t))F = 27 Z ( >1k (= cos(2t))".

Analogno je i za kosinus cos?®(t). Na osnovu prethodnog zadatka 1.16. se signali x(t) i y(t) mogu
predstaviti kao zbir linearne i periodi¢ne funkcije.

Zadatak 1.18.

a) Ako su z1(t) i x2(t) dva kontinualna signala, prvi sa periodom T3, a drugi sa periodom T5, odrediti
uslov pod kojim ¢e signal y(t) = x1(t) + x2(t) biti periodi¢an i odrediti njegovu osnovnu periodu.

b) Ako su zi[n]| i z2[n] dva periodi¢na niza, prvi sa periodom Ni, a drugi sa periodom Ny > N1,
odrediti uslov pod kojim ¢e signal y[n] = x1[n] + z2[n] biti periodi¢an i odrediti njegovu osnovnu
periodu.

Resenje:
a) Ako je Ty osnovna perioda signala y(t), tada je ispunjeno:
y(t) = z1(t) + 22(t) = y(t + To) = z1(t + To) + z2(t + To).
Na osnovu toga vazi da je
z1(t) = x1(t + Tp), xo(t) = xo(t + Tp),

Sto je moguce ako je k11 = Ty i p1s = Ty za k,p € Z. Prema tome odnos osnovnih perioda signala
z1(t) i z2(t) mora da bude racionalan broj da bi signal y(t) = x1(t) + z2(¢) bio periodi¢an. Osnovna
perioda signala y(t) je k11 = pTy = Tp, pri ¢emu su k i p najmanji moguéi pozitivni celi brojevi koji
zadovoljavaju jednakost k/p = T /T}.

b) Ako je Ny osnovna perioda signala y[n], tada je ispunjeno:

yln] = x1[n] + x2[n] = y[n + No| = x1[n + No] + x2[n + No).
Na osnovu toga vazi da je
z1[n] = z1[n + No|, xa[n] = za[n + No|,

sto je moguce ako je k N1 = Ny i p No = Ny, za k,p € N. Prema tome odnos osnovnih perioda signala
x1[n] i x2[n] mora da bude racionalan broj da bi signal y[n] = x1[n| + z2[n] bio periodi¢an. Osnovna
perioda signala y[n] je k N1 = p Ny = Ny, pri ¢emu su k i p najmanji moguéi pozitivni celi brojevi koji
zadovoljavaju jednakost No/Ny = k/p.
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Zadatak 1.19.
Ako je T perioda signala x(t), odrediti periodu signala y(t) = xz(at + b),a # 0.
Resenje:

Period signala y(t) je L jer je z(at +b) = 2(at+ b+ T) =z (a (t+ L) +b) =y (t+ L).

Zadatak 1.20.

Ako je z(t) periodican signal sa periodom T', a y(t) proizvoljan signal, dokazati da je z(t) = y(z(t))
periodic¢an signal sa periodom 7.

Resenje:

Posto je z(t + nT) = x(t), vazi da je z(t + nT) = y(x(t + nT)) = y(x(t)) = z(t).

Zadatak 1.21.

Ispitati da li su sledeéi nizovi periodi¢ni i odrediti njihovu osnovnu periodu N:
a) z[n] = ¢ 5"

b) z[n] = & ="

c) z[n] =",

d) z[n] =™,

e) z[n] = "3 7,

f) z[n] =

g) z[n] = cos (422),

eO.BJ n,

Resenje:

a)

.21 n . 27 (n+N) s 2rn 2w N s 2n N

e s =7 3  =e¢el73 73 = ¢ 3 =1,

=2km, k=0,+1,42,

Najmanji prirodan broj N za koji je moguée ispuniti prethodnu jednakost predstavlja osnovnu periodu
niza. Prema tome je N = 3.

b) N —2kr = N=14

c)ePN=1 = B5N=2nr N= %T“, k € Z. N ne moze da bude ceo broj. To znaci da signal nije
periodican.

d)N=1

e) Signal nije periodic¢an.

f) Signal nije periodi¢an.

g)
14 147 (N 14
COS< gn):cos <7T(6+n)> = —WN:2k7r

Uslov je ispunjen za N =6 pri k = 7.

h) sin(3n) =sin(3(N +n)) = 3N =2k~

Ne postoji celobrojno k takvo da za neki prirodni broj N bude zadovoljena jednakost. Niz nije perio-
dican.

Zadatak 1.22.

Dati su signali #1[n] = cos (%), z2[n] = cos (%) i x3[n] = cos(0.4n ).
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a) Odrediti da li je signal x1[n] periodi¢an. Ako jeste, koliko ima odbiraka po periodi?

b) Ponoviti tacku a) za z2[n].

c) Ponoviti tacku b) za x3[n].

d) Da li je signal z[n| = z1[n] + x2[n] + z3[n] periodi¢an. Ako jeste, koja mu je osnovna perioda?

Resenje:

a) Osnovna perioda je N = 10.

b) Osnovna perioda je N = 16.

¢) Osnovna perioda je N = 5.

d) Signal jeste periodi¢an sa periodom N = NZS(10, 16,5) = 80.

Zadatak 1.23.

Ispitati periodi¢nost sledeéih nizova i ako su periodi¢ni, odrediti njihovu periodu:
—+00

a) z[n] = E:(Mn—&M—ém—Sm—1»
b) afn] = ¢ (877) 4 cim,

c¢) z[n] = cos "2T”>

d) []—cos(gﬂ% ,

g) x[n] = cos(3mn + 2) un|,
)

h) z[n] = 3el3T
i) z[n] =,
j)ﬂm_1+é“"—éﬁf

Resenje:

a) z[n] = combs[n] — combs[n — 1]

Vidi se da je signal periodi¢an sa periodom N = 3.

b) Kako je e/ = cos(z) +j sin(z), signal se moze razloziti: z[n] = ¢ (8) e=im 4 emin = —el (§) 4 e7im,
Komponente signala z[n] imaju periode No; = 167 i Ny = 27 koje nisu prirodni brojevi. Zato se ne
moZe naci prirodan broj N tako da bude zadovoljeno z[n] = z[n + N], pa signal z[n] nije periodic¢an.

c) Da bi signal bio periodi¢an, potrebno je da vazi xz[n + N] = z[n], odnosno cos ((n + N)? %) =
cos (n2 g) To znaci da je potrebno da vazi % + w = 2k . Da bi ova jednakost vazila za k € Z,

potrebno je da N bude deljivo sa 16, a n [N deljivo sa 8 za bilo koje n € Z. Ovaj uslov je ispunjen ako
je N =8.

d) Potrebno je da vaZi cos (M + 2) = cos (8”7" + 2). Vidi se da je ovo zadovoljeno za N = 7 i
k=4

e) Signal se moze razviti u zbir signala

1 1+7 1 1+
x[n]zicos g " +§cos s ")

¢ije su periode redom Ny = l+7r ¢ N i Ny = 1+7r
periodu signala z[n], pa je ovaj 51gna1 aperiodican.
f) Signali cos ( 7} ) sm( 2 ) icos ( 5+ %) imaju redom periode Ng; = 8, Ngo = 16 1 Ng3 = 4. Perioda
signala z[n| se odreduje kao najmanji zajednicki sadrzalac perioda Noi, N2 i Np3 i iznosi N = 16.

g) Kako je vrednost signala za n < 0 jednaka nuli, to znaci da signal nije periodi¢an za negativne
vrednosti odbiraka n. Odatle sledi da je signal z[n] aperiodi¢an.

h) z[n + N] = 3637 577 = g[n]l37 5

¢ N. Ne postoji prirodni broj N koji predstavlja
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Za k = 3 se dobija da je N = 10.

i) Kako je x[n] = e/7™™ = &/ ™" vidi se da je signal periodi¢an sa periodom N = 2.

j) Signal o je periodi¢an sa periodom Ny = 7, dok je signal €/ 7 periodi¢an sa periodom Ngg = 5.
Perioda signala z[n] je zato N = NZS(7,5) = 35.

Zadatak 1.24.

Neka je x(t) periodi¢an signal sa periodom Tj, a x[n] periodic¢an signal sa periodom Njy. Ispitati da li

su signali y(t) i y[n] periodi¢ni i ako jesu odrediti njihove osnovne periode, za slucajeve:
2 u) = (21

b) y = (3),

c) y[n] = z[2n

1,
n 2 za parno n
@ sl { G

0, parno n.

Resenje:
a) Ako je signal y(t) periodi¢an sa osnovnom periodom jednakom 77, mora da vazi:
y(t) =yt +T1) = x(2t) =x(2t+ 2T1),

Sto je moguce ako je 277 = T, odnosno 11 = :go

b) Ako je signal y(t) periodian sa osnovnom periodom jednakom T3, mora da vazi:
t t+ T
yt)=yt+T) = x(2>—x< 5 1),

Sto je moguce ako je % = Tp, odnosno 17 = 27Tj.
c) Ako je signal y[n| periodi¢an sa osnovnom periodom jednakom Nj, mora da vazi:

yln] =y[n+ N1] = z[2n] =z[2n + 2Ny],

Sto je mogucée ako je 2 N1 = k Ny, odnosno N; = k% Ako je Ny paran broj, najmanje moguce k € N
sa kojim je zadovoljena prethodna jednakost je k = 1, dok je za slu¢aj kada je Ny neparno, najmanje
moguce k = 2.

d) Ako je signal y[n] periodi¢an sa osnovnom periodom jednakom Np, mora da vaZi:

n+N1:|

2

yln|=yn+ N = x{n}—x[ 5

Sto je moguce ako je % = Ng, odnosno N1 = 2 Nj.

Zadatak 1.25.

Ispitati periodi¢nost sledeéih signala i u slu¢aju da su periodi¢ni naci osnovni period:
a) x(t) = cos(3t) + sin(5t),

b) z(t) = cos(6t) + sin(8t) + e¥?,

c) z(t) = cos(t) + sin(7 t).

Resenje:

a) Perioda cos(3t) je %’r, a signala sin(5t) je <&. Zato je perioda signala z(t) jednaka najmanjem
zajednickom sadrzaocu ovih perioda T = 2.

b) Periode signala cos(6t), sin(8t) i ¥ suredom %, T i 7. Perioda signala z(t) je stoga .

c) Zapisac¢emo signal x(t) kao x(t) = cos(wpt) + sin(w;t). Da bi signal bio periodi¢an, potrebno je da
Z—(l) € Q bude racionalan broj. Kako je %(1) = 7, signal z(t) nije periodi¢an.
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Zadatak 1.26.

Odrediti parnost i osnovni period signala:

a) z(t) = sin(5t) sin(3t),

b) z(t) =2 cos(4t) -3 sin( ),

c) cos?(3t) + cos?(t) — cos(4t) cos(2t) + cos(tv/2),
)

x(t)
d) z(t) = sin?(t) cos(t),
e) x(t) = sin ( ) cos?(¢),
f) 2(t) = 4 sin®(t) — 3 sin(t).
Resenje:

1

a) z(t) = 5 (cos(2t) — cos(8t))
Osnovna perioda je T = NZS (7T, %) = 7. Signal je paran zato Sto predstavlja zbir kosinusnih funkcija
koje su parne.

b) Signal predstavlja zbir parne i neparne funkcije, pa zato nije ni paran ni neparan. Osnovna perioda
je T = 2m.

c) Posto je

1 + cos(6t) n 1+cos(2t) 1

— — (cos(6t) + cos(2t)) =1,

cos?(3t) + cos?(t) — cos(4t) cos(2t) = 5 5 5

sleduje da je x(t) = 1 4 cos(tV/2), pa je osnovna period T = 7v/2. Signal je paran zato dto je zbir
parne funkcije i konstante.

d) o(t) = 22 ) = %(cos(t) — cos(31))

Signal je paran, periodi¢an sa osnovnom periodom 71" = 27.

sin(t) cos(t))? ~ cos
e) ( ) (2 ( ) (t)) COS(t) — i sin2(2t) COS(t) _ 18(475)

cos(t)  cos(3t) + cos(51)

16
Signal je paran, periodi¢an sa osnovnom periodom 1" = 27.

f) x(t) = —sin(3t)

Signal je neparan, periodi¢an sa osnovnom periodom T = 2%

cos(t) =

Zadatak 1.27.

Ispitati parnost i periodi¢nost sledecih signala. U slu¢aju periodi¢nosti, naé¢i osnovnu periodu.
a) z(t) = sin(t?),
b) x(t) = sin?(t — 1),
c) x(t) = cos(2t) cos(6t),
d) z(t) = cos(t) cos(t\/3),
1

f) z(t) = sin ¢,

g) x(t) = arcsin(sin(t)),
h) x(t) = t? — cos(t),

. 1 +sin(t)

j) z(t) =emh,

t
k) a(t) =jel ',
1) z(t) = 2 cos(10t + 1) — sin(4t — 1).

Resenje:

a) Signal je paran jer vazi x(—t) = sin((—t)?) = sin(t?) = z(t).
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Pretpostavimo da je 7' osnovni period signala z(t). Tada vazi: sin(t + T)? = sin(t?). Za t = 0 vazi da
je sin(T?) = 0. Iz toga sleduje da postoji k € N, takvo da je T? = kn, odnosno T' = k.

Ako je t u intervalu 0 < t < /m, tada je xz(t) > 0. Na granici intervala t = \/7 je z(t) = 0, a posto je
T osnovna perioda, vazi da je x(t) > 0iza Vkr <t < Vkr + /7 i z(t) =0 za t = Vkr + /7. Posto
signal z(t) ima prolaske kroz nulu samo u trenucima /n7m,n € N, to znadi da je prvi sledeéi prolazak
kroz nulu posle ¢, = vk trenutak to = V/(k+ 1) 7. Kako je i /7 + Vkr prvi prolazak kroz nulu

nakon tp,. To znadi da je /7 + Vkr = /(k + 1) 7, odnosno

1+vVk=vVk+1l = 1=vVk+1-Vk= W N e

$to nije moguée ispuniti ni za jedno k € N. Samim tim signal nije periodi¢an.
1 1
b) z(t) = 3 (1 —cos(2t—2)) = 5 (1 — cos(2t) cos(2) — sin(2t) sin(2))

Signal nije ni paran ni neparan zato $to je zbir parne i neparne funkcije. Osnovna perioda signala je 7.
c) Signal je proizvod dva parna signala, pa je zato paran. Osnovna perioda je 5 jer je:

x(t) = cos(2t) cos(6t) = % (cos(4t) + cos(8t)).

d) Signal je paran jer je proizvod dva parna signala. Nije periodi¢an zato $to ne postoji racionalni broj
koji je najveéi zajednicki delilac brojeva 1+ /311 — /3.
e) Signal je paran. Signal nije periodi¢an. Naime, ako je % = km, onda je ﬁ =nm, za k,m,n € Z.

kT — nr, $to ne vazi u opStem slucaju.
m

Odnosno vazi
f) Signal je paran.

Zat<Tvaziz(t+7T) =sin(t+7T) =sin(t), z(t — T) = sin(T — t) = sin(—t) = —sin(¢). Prema tome
jex(t+T)#x(t—T) zaT >0, §to znaci da signal nije periodican.

g) Signal je neparan jer je za —5 <t < § x(t) = t. Periodican je sa periodom 27 jer je: x(t + 27) =
arcsin(sin(t + 27)) = arcsin(sin(t)) = z(t).

h) Signal je paran jer je zbir dva parna signala. Nije periodi¢an zato $to je zbir aperiodi¢nog signala
x1(t) = t? i periodi¢nog () = — cos(t).

i) Signal nije ni paran ni neparan, a periodi¢an je sa periodom 27.

j) Signal nije ni paran ni neparan, a periodic¢an je sa periodom 7" = 2.

k) Signal nije ni paran ni neparan. Perioda signala je T' = B

1) Signal predstavlja zbir parnog i neparnog signala, pa nije ni paran ni neparan. Perioda prve kosinusne
komponente je T1 = %, a druge T> = 7. Kako je % = g € QQ, moze se odrediti da je T = .

Zadatak 1.28.

Ispitati periodi¢nost signala i naéi osnovni period u sluc¢aju da su periodi¢ni:
a) z(t) = In(2 + cos(t)),
b) z(t) = sin(In(2 + sin(t))),

c) z(t) = /2 + cos(t),
d) z(t) = (2 + sin(tv/2)),
e) x(t) = sin(t) + 2.

Resenje:

a), b), c), e) Signali su periodi¢ni sa periodom 27.
d) Signal je periodi¢an sa periodom /2.

Zadatak 1.29.

Ako je za signal x(t) ispunjeno z(t) = }figig% gde je a # 0 konstanta, dokazati da je signal periodi¢an

i naéi osnovnu periodu.
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Resenje:
Kako je z(t +a) = %, onda je

1+ z(t+ 2a)

1+
x(t)zl—i-w(t—i-a): l—a(t+2a) 1
1—a(t+a) 1_1—|—x(t+2a) z(t + 2a)’

1 —2(t + 2a)

Tako je z(t 4 2a) = —m, pa je z(t) = z(t + 4a). Vidi se da je z(t) periodi¢an sa periodom 4a.

2.1.3 Operacije nad diskretnim signalima

Zadatak 1.30.*

Diferenca unapred diskretnog signala A definisana je sa Az[n| = z[n + 1] — z[n], diferenca unazad V
definisana je sa Vz[n] = z[n| —z[n— 1], operator kasnjenja D je Dx[n| = z[n — 1], a operator predikcije
E = D ! sa Ex[n] = z[n + 1].

Dokazati sledeé¢a tvrdenja:

a) Navedeni operatori su linearni operatori.

b) Sistemi definisani sa y[n] = Ax[n], y[n] = Vz[n|, y[n] = Dz[n] i y[n] = Ex[n] su linearni sistemi.
c) DA=V,

dA=FE_1.

Resenje:
a) Operatori su linearni ako su homogeni i aditivni. Operator diference unapred je linearan jer vazi:
A(axi[n] + bxa[n]) = ax1[n + 1] — az1[n] + bxe[n + 1] — bxe[n| = a Azq[n] + b Axan].

Isto se pokazuje i za ostala tri operatora da su linearni.
b) Iz linearnosti operatora sleduje linearnost sistema.

c) (DA)zx[n] = D (Az[n]) = D(z[n + 1] — z[n]) = z[n] — z[n — 1] = Vz[n]

DA =V
d) Inverzni operator linearnog operatora se definife kao DD = DD~! = I, gde je I neutralni
operator definisan sa Iz[n] = z[n] i koji je za slu¢aj prostora diskretnih signala na koje deluju ovi

operatori identicki jednak 1. Pri tome je A = D0 =V =T =1.
Na osnovu toga vazi da je

(E —1z[n] = Ex[n] —z[n] =zn+ 1] —z[n] = Azn] = FE-1=A.

Zadatak 1.31.*

Dokazati sledeée teoreme o diferenci proizvoda:
a) A(z[n]y[n]) = z[n] Ay[n] + Az[n]y[n + 1],
b) A(z[n]y[n]) = z[n + 1] Ay[n] + Az[n]y[n],
c) A(xz[n]y[n]) = z[n] Ay[n] + Az[n] y[n] + Az[n] Ay[n]

Resenje:

a)
A(z[n]yln]) = z[n +1]yln +1] = zln]y[n] = z[n + yln +1] = z[n]y[n + 1] + z[n] y[n + 1] — z[n] y[n]
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=yln + 1 (zln +1] = zln]) + z[n] (y[n + 1] — y[n]) = Az[n]y[n + 1] + z[n] Ay[n]

b)
A(z[n]y[n]) = xln + 1 y[n + 1] = z[n]yn] = z[n + 1] yln +1] — zln + 1] y[n] + 20 + 1] yln] - z[n] y[n]

= z[n+ 1] (y[n + 1] = y[n]) + yln] (z[n + 1] = z[n]) = Ay[n] z[n + 1] + y[n] Az[n]

A(z[nly[n]) = zln +1]yln + 1] = z[n]y[n] = z[n + y[n + 1] + (z[n + 1] y[n] — 2[n + 1] y[n])

+(zln]yln +1] = z[n]yln + 1)) + z[n] y[n] = 22[n]y[n] = z[n + 1] (y[n + 1] = y[n])+
+yln] (zn + 1] = z[n]) + z[n] (y[n + 1] = y[n]) — z[n] (y[n +1] = y[n]) =
= z[n + 1] Ay[n] + y[n] Ax[n] + z[n] Ay[n] — 2[n] Ay[n] =
= Az[n] Ayln] + y[n] Azln] + z[n] Ay[n]

Zadatak 1.32.

Dokazati sledece tablicne diference:
a) An =1,

b) An? =2n+1,

c) And =3n?+3n+1,

d) Ad" =a" (a—1),

e) Ae™ = e (% — 1),
f) A cos(nf) = —2sin (
g) Asin(nf2) = 2 sin (%

Resenje:

a) An=n+1-n=1

b) An?=(n+1)2-n?=2n+1

) AP =(n+1P2-nd3=n?+3n2+3n+1-n>=3n2+3n+1
d) Ad" = Aa"t — Aa™ = Aad" (a — 1)

e) Actm :ea(nJrl) — @an — qan (e_ 1)

f) Acos(nf) = cos((n+ 1) Q) — cos(nf)) = —2sin (%) sin (Q (n+3))
g) Asin(nQ) =sin((n + 1) Q) — sin(nQ) = 2 sin () cos (© (n+ 1))
Zadatak 1.33.”
Ako je AFz[n] = A (A*1z[n]), dokazati:
k
a) Lajbnicovu formulu za diferencu unapred: AFz[n] = z:(fl)k_Z <k) x[n + 1,
i

b) Akn™ =0, za k > m.
Resenje:

a) Dokazad¢emo tvrdenje matemati¢kom indukcijom: 1) Za k = 1 je Alz[n] = — ((1)) x[n] + (}) z[n+1] =
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k
z[n + 1] — z[n] = Az[n], §to je tacno. 2) Pretpostavimo da vazi AFz[n] = Z(—l)kl<> zn + 1.

3)Treba da se dokaze da tvrdenje vazi i za k + 1.

k
A fn] = A(AFz[)) = A (Z(—H’H‘ (5)tn+ z']) _

— Zk:(_n’““—i (Z Ij 1) zln +i] 4+ (—1)° (Z) zn+k+1] - Z(—l)’“"' (f) zln+i] — (=1)" (S) x[n]

Kako je —(—1)*(5)x[n] = (1) (*iNa[n] i (=1)°(})aln+k+1] = (=1)°(} 1) zn + k + 1], vazi:

Zz; ((—1)k+1—i <<Z ]j 1) + <];>>> z[n + ] + (1) <k ;r 1>x[n] +(-1)° (Z i Dx[n +k+1]=
=3 (e () Y st e (U et oo (B k-
k+1 ) .
_ g ((_1)'€+1—Z <k : 1)) zln + ).

k+1
(k+1
Dobija se da je Ak lz[n] = Z <(—1)k+1_’ ( + >> x[n+i]. Matematickom indukcijom se pokazuje
i
=0
da vazi tvrdenje.
Napomena: Kako je A¥ = (E — 1)*  primenom binomnog razvoja se dobija isti rezultat.

b) Ako se primeni jedna diferenca unapred, dobija se

1=0

= AF-1 (;(—1)m—i <T> nm—i) .

Vidi se da je n™ redukovano na polinom po n reda m — 1. Ako se primeni nova diferenca, dobija se
polinom reda m — 2. Moze se zakljuciti da sukcesivna primena jedne diference smanjuje red polinoma za
jedan. Ako se primeni ukupno m diferenci, dobicée se polinom reda nula, a to je zapravo neka konstanta
C. Posto je k > m, vazi da je

Aknm — Ak_l(Anm) — Ak—l((n + 1)m . nm) — Ak—l <§:(1)m—z <m) nm—i . nm) —

AFp™ = AF=mC = 0.

Zadatak 1.34.*

Ako su P i @ polinomi, a y[n] = a" x[n], dokazati:
a) Dryln] = a" (2)" afn],

b) P(D)yln] = a" P (£) z[n],
©) Gppln] = a" Gipra i,
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d) gryln] = a" GieBaln],
©) Grayyinl = o Graajln]

a) Dky[n] =yln—k] = a™k x[n — k] = a"k (Dka:[n]) =qa" (%)kx[n]
b) Direktno proizilazi iz a) na osnovu linearnosti operatora.

c) Treba dokazati da je gggiy[n] =a" gégﬁ%x[n] Ako se obe strane pomnoze sa Q(D), dobija se

n P(D/a)

Q)" "

P(D)y[n] = Q(D)a

Na osnovu tacke b) sleduje da je:

P(D/a)
x[n] =

Q(D/a)

P(D)y[n] = a"P(D/a)x[n] = a" Q(D/a)

Sto je i trebalo dokazati.

d) Posto je E¥y[n] = a"*x[n + k] = y*** (E*2[n]) = a” (aE)*z[n], analogno postupcima iz b) i c)
sleduje tvrdenje.

e) Posto je A = E — 1, na osnovu d) sleduje tvrdenje.

Zadatak 1.35.

Inverzna operacija diferenci je akumulacija (sumacija) i formalno se moze oznadciti sa 5 ili A~L
Koristedi teoreme o sumaciji iz dodatka glave izra¢unati konac¢ne sume:

a) x[n] = Z cos(mf?),
m=1

b) z[n] = Z m2™,
m=1

c) z[n] = Z m sin (%),

m=0

f) z[n] = Z cos?(m),
m=1

g) z[n| = Z sin?(mQ).
m=1

Resenje:

a) Na osnovu teorema 6) 1 7) je:

sin (Q (n + %) —sin (%) sin (%) Cos ((n+21)Q)

n+1 )
2 sin (%) B sin (%)

sin (9 (m - 4))
2 sin (%)

z[n] =

1

b) Primenjujuéi parcijalnu akumulaciju uzimajuéi da je fm| = m i Ag[m] = 2™, racuna se: Af[m] =1
i g[m] =3 2™ = 2 = 2™ i dobija se:
n+1

1
= (m2m — 2|1 = 9nt (1) 4 2.

n om+1
z[n] = m2m|Ptt — Z ol — <m2m 5T 1)

m=1 1
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c) Neka je Q = %, f[m] = m i Aglm] = sin (%F). Tada je Af[m] = 1i g[m] =

_ cos (Q (m — %))

. Na osnovu toga je:

2 sin (%)
2] = <—m cos (Q (m — %))) n+1+ ", cos (Q (m + %)) _ (—m cos (Q (m - %)) N sin(mf?)
2 sin (%) L 1 2 sin (% 2 sin (%) 4 sin? (%)
cos (2 (n+3)) Ccos (% sin((n 4+ 1) Q) — sin(92)
=—(n+1 + .
( ) 2 sin (%) 2 sin (%) 4 sin® (%)
Kako je sin(Q2) = 1, sin (%) = cos (%) = ? isin((n+ 1) Q) = cos(nf), dobija se:
cos(nQ) cos (£) — sin(nQ) sin (£ cos(nf2) —
o] = —(n+ 1) 0 (2231n(g)( Do) 1y cosn® 21
cos(nQ2) —sin(nf2)  cos(nf2) 1 . /nm nm
z[n] =—-(n+1) 5 + 5 =5 ((n—i—l) sin (7) — N COoS (?»

27

d) Na osnovu tablice osnovnih diferenci je 2 An3 = 2 (3n2+3n+1) = 6n?+6n+2 = 6n2+3 (2n+1)—1 =

6n2 + 3 An? — 1. Primenjujuéi na levu i desnu stranu sumiranje, dobija se:

m—1 m—1
> 2A% = (657 +3A5% - 1),
=0 =0

sto daje

m—1
2m3 =6 Zj2—|—3m2—m.
§=0

Odavde je Z;.”:_Ol j2 = 2m3_3’6m2+m - (mel)g”(mfl) = z[m — 1]. Odnosno

o] = ZmQZ (2n+1)6(n—|—1)n'

e) Kao u prethodnom zadatku je An* = 4n3 + 6n% + 4n + 1, pa je:

m—1 m—1 2m3 3m2 +m m—1 m—1
4 .3 — ; _
ZA] _4Zg +6 5 +22(2g+1) > 1,
7=0 7=0 7=0 7=0
m—1 m—1
m4:4Zj3—{—2m3—3m2—|—m—|—2m2—m:42j3—|—2m3—m2,
j=0 j=0
o, omA—2md +m?
J = )

4

J

=0
4Zm3:n4—2n3—|—n2+4n3 nQ(n—l—l)Q.

n  sin(nf2) cos((n+ 1))

4 B 4
7=0
f)
= 2(m ) = "\ 1+cos(2mQ) 1 sin (22 (m — 1)) m -
D cos*(m@) = 2 R G T 2
m=1 m=1 1
g)
n+1

2 sin(Q)

n  sin(nf) cos((n+1)Q)

oL _ "L 1 — cos(2mQ) 1 sin (20 (m — 1))
mzz:lsm2(m§2)—m — =3 (m— 2 ) 5

—~ 2 2 sin(Q)

1

2 sin(Q2)
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2.1.4 Snaga i energija signala

Zadatak 1.36.*

Srednja vrednost signala x(t) se definise kao:

1 T
AIZTIEI;O—T /w(t)dt
-T

Ako je z.(t) parni deo signala, a z,(t) neparni deo, dokazati da je:

T
1
a) Tlgr;oﬂ,/xo(t) dt =0,
=7
. T
lim — e = A,.
b) fim 2T/x (t) e
=T
Resenje:
T 0 T T T
a)/xo(t)dt:/ (t)dt—ir/:vo(t)dt:/ ( )dt+/ (#)dt =0
-T -T 0 0 0
. T . T T
b) A, = hn;oﬁ /x(t) dt:ylfféoﬁ /(xe(t)+xo(t))dt:%gréoﬂ /me(t)dt
-T =T =T

Zadatak 1.37.

Odrediti energiju sledeé¢ih signala:
a) z(t) —Qrect( ),

b) (t) = A(u(t) — u(t — 10)),

) z(t) = sin(27 t) rect(t),

d) z(t) = cos(4mt) rect(t),
e) z[n| = Ae “InQyecty, [n],

f) z[n] = Ad[n],
g) =(t) = tri (3),
h) z[n] = (0 56_JQ) u[n],
i) z[n] = ramp(n] rects[n — 7],
j) z[n] = p[n] — 2ramp[n — 4] 4+ ramp[n — 8],
k) 2[n] = ramp]n),
1) z[n] = /ramp[n] rectg[n — 10],
m) x[n| = /ramp3[n] rects[n — 8].
Resenje:

+00 2
a) B = / dt_4/rect2<i>:4/dt:16
2
10
b) E= [ A?(u(t) —u(t —10))*dt = [ A*dt =10 A*
I /
1/2 1/2

c) E = / sin?(27t) rect?(t) dt = / sin?(27t) = / 1_C02$(47Tt)dt Kako se kosinus integrali po

—00 —1/2 —-1/2
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celom broju perioda, njegov integral je nula, tako da je energija jednaka:
1/2 1/2 (4t
1 cos(4rt 1
E = —dt — ——2dt = —.
[ La [ ety
—-1/2 —-1/2
| —
0
+oo 1/2
1 t 1
d) E= / cos®(4rt) rect?(t) dt = / +C028<87r) dt = 3
—00 —-1/2
e) Posto je signal kompleksan, ra¢una se suma kvadrata modula.
+oo +o0o ) ) Ny ) )
E = Z z[n]|* = Z ‘Ae_mﬂ‘ recty,, [n] = Z A? ‘e_J"Q‘ = (2N, +1) A?
n=—00 n=—00 n=—DNy
1
“+o0o
f) E= ) A?6[n] = A
i;; t e t t ; t t
g) E = /9m2 <4> dt = 36 /triQ (4) d (4) = 36 /m? <4> d <4> =
—00 —00 —1

1
=72 / tri?(7) dr
0
Kako je tri(7) = (1 — 7) (u(t) — u(t — 1)) i posle smene promenljivih A =1 — 7, vazi da je:

1 0
E=72 /(1—7)2d7-:—72/>\2d)\:24.
0 1

2 +oo 1 2n _q2n +oo 1 n 1 4
2 () -2 (1) -

2) i
1 n=0 4
[n — 2] — u[n — 13|, vazi:

+o00 1 ) n

h) E = —e 32 uln)
nz—:oo ’ <2 > n=0

i) Kako je ramp[n] = nuln], rects[n] = uln + 5] —u[n — 6] i rects[n — 7] = u

“+o00 12 12
=) n?=-1+> n®=649.
0

E= 3 (=2 -un-13))7 =3

n=—o0o
j) Kako je
n n € [0,4]
zn]=4¢ —n+8 nel4s]
0 ostalo
vazi:
4 8 8 8 8
E=) n*+) (n®—16n+64) =) n*—8) (2n+1)+>» 72=
n=0 n=4 n=0 n=4 n=4

om + 1 Dm|

+oo
k) E= an = +o0
n=0
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1) E= Zn— <”_1)> :7:130
m)E:in?’: (W) ;4:8272

n=3

Zadatak 1.38.

Odrediti snagu sledeé¢ih signala:

a) z(t) =
b) z(t) = ()

+oo
c)zxz(t)=A Z rect(t — 2n),

d) z(t)=A cos(2w0 t+0),

e) z[n]=A Z recta[n — 8m)|,

f) z[n] = A,
g) x[n] = u[n],

1 XX
h) z(t) = 24 (—2 + Z rect(t — 2n)>,

n=—oo

i) z[n| = ramp[n].

Resenje:

z T
_ 1 2 42 o L g2
a) P= lim T/|x(t)| dt=A Thm T/dt—A
T

T—o0 —00
— _T
2 2
r r
1/ 1[0 1
b) P = lim — [ u? = lim = -
) P= i g [ Oa =i g [y
T 0

] n=-—00

1 % 1 1 +oo 2
2

P:T/|$(t)’ dt:2/<A Z rect(t—2n)> dt
T
-7

. |0, n#m .. )
Kako je rect(t — 2n) rect(t — 2m) = { rect(t—2n),  n=m dobija se:
o o 12 2
A A A
P = — = — = —,
5 /rect(t) dt 5 / dt 5
-1 ~1/2

d) Snaga prostoperiodi¢nog signala je P = A;. Ako je A napon ili struja, smatra se da se snaga razvija
na jedini¢énom otporniku.

e) Osnovna perioda je N = 8 i u toj periodi ima 5 odbiraka amplitude A (nacrtati sliku), tako da je

2
snaga P = 5?

1
Z A% = A% fim L e

£) P = li
) i Niveo 2N £ 1

N—>002N+1 Z‘ N—>002N+1
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N N

N +1 1

P =1l 2 = li 1= 1 - =

&) = lm N X )" = Jim N nz% NDe 2N £1 2
n=— —

h) Kao pod c¢) osnovna perioda je T' = 2 i unutar te periode je signal definisan sa:

1 1
x(t):{ 2 |t‘<2’

-1 i<t

Posle kvadriranja signal 22(t) = % na celom opsegu definisanosti, tako da se dobija:

al N(N+1)(2N +1)

=

N

n=—

— 00

31
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2.2 Dodaci

Ako je C neodredena konstanta vaze sledeée teoreme o sumaciji:

1.

2.

> Axn] = xln]
n __ an
da _C—i-a_l, a#1
Ze‘m:C—i—ef_l, a#0
B n(n—1)
Zn—0+72

> sin(nQ) = C — cos (2 (n— 5))

n
2 sin (%)

sin (Q (n — %))
cos(nf)) =C
Z ( ) + 2 sin (%)

Njutn-Lajbnicova formula: Ako je X[n]| 4+ C = z[n], tada je:

> zn] = X[m)I** = X[n+ a] - X[a].

a

Ako je X[n] => x[n], tada je Y azxn+al =aX[n+a], gde a € R, a € Z.

Parcijalna akumulacija:

> [l Agln] = fln] gln] = > Afln]gln + 1],

odnosno:
n

> flm] Aglm] = flm]glm][i™ = > Af[m]g[m +1]
m=1

m=1



Glava 3

Opis 1 analiza kontinualnih 1 diskretnih
sistema

3.1 Zadaci
Zadatak 2.1.

Radi lakse analize sistemi se modeluju blok dijagramima. Osnovni gradivni blok dijagrami su prikazani
na slici 2.1.1.

x(t) y(t) x(t) y(t) (t) y(t)
ol U e U i e L
funkcionalna zavisnost impulsni odziv h integrator
e = el vy = J wtrydr
o €2

| . |

SO I n y n y
z[n] yln
pojacavac sumator mnoZa¢/modulator
y=Ax y ==z £ 22 Y =11 X T2
zn n z(t t z(t t
W[ e 0[] v M [T v
element za kaSnjenje diferencijator element za kaSnjenje
yln] = z[n — 1] y(t) = g (1) y(t) = x(t — to)
Slika 2.1.1.

Koristeéi osnovne blokove naéi funkcionalnu zavisnost kojom se opisuju sistemi sa slike 2.1.2.

Resenje:

a) yln] = /1 + z[n] + 22[n]
b) y(t) = —da(t)x (t—5) u(t)

c) Na slici 2.1.3 su dati detalji za lakSe razumevanje funkcionalne zavisnosti.

yln+ 1] = y[n] + z[n — 1] + z[n — 2]

33
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|+
o) e () va |t
T‘F t—95
a) b)
_|_
x[n] D D * —l— D
_|_
c)
x(t)
d)
Slika 2.1.2.
yln] = yln = 1] + zln = 2] + z[n - 3]
{x[n—l}
a[n —2] yln+1]

y[n] [

Slika 2.1.3.
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Zadatak 2.2.*

Neka je y[n] = z[n] * h[n]. Dokazati sledece teoreme:

a) Ako je z[n] parno i h[n| parno, tada je i y[n] parno.

b) Ako je x[n] parno i h[n] neparno, tada je y[n] neparno.

c¢) Ako je z[n| neparno i h[n] neparno, tada je y[n| parno.

d) Ako je x[n] periodi¢no sa periodom N, tada je i y[n] periodi¢no sa istom periodom.
e) Ponoviti sve tacke za slucaj konvolucije kontinualnih signala.

Resenje:

a) Kako su z[n] i h[n] parni signali, vazi da je z[m] = z[—m] i h[n — m] = h[—n 4+ m]. Prema tome

vazi: . .
y[n] = Z x[m]h[n —m] = Z x[—m| h]—n + m)].
Ako se uvede smena k = —m, dobija se:
+oo —00
ylnl = > alklhl—(n+ k)] = 3 wlk] hl-n — k]
—k=—0 k=00

Promenom redosleda sumiranja se dobija:

+0o0
yl= 3 wlklhl—n— k] = y[-n],
k=—o00
Sto je i trebalo dokazati.
+00 too Ix
b) y[n] = Z xz[m]hln —m] = — Z x[—=m]h[-n+m] = — Z x[m] h[—n —m] = —y[—n]

c) Na isti nacin kao a) ib).

d) y[n+ N] = Z him]z[n+ N —m] = Z h[m] z[n — m] = y[n]

m=—0oQ m=—00

Zadatak 2.3.*

Ako je y[n] = z[n| * h[n], dokazati slede¢e osobine konvolucije:

a) y[—n] = z[—n] * h[—n],
b) y[n —a —b] = xz[n — a] * hin — b],

c) z[n] x (h[n] + g[n]) = x[n] * h[n] + z[n] * g[n],
d) Ponoviti prethodne tacke za slu¢aj kontinualne konvolucije.

Resenje:

a) Sledi na osnovu zadatka 2.2.

+00 +oo
b) xz[n —a] * hjn — b] = Z x[m —alhln —b—m| = Zm[/ﬂ]h[n—b—a—k}:y[n—a—b]
m=—o0o k=—o00
+00 +oo
c) z[n] * (hln] + g[n]) = > alm](hln —m]+gln —m]) = Y wlm]hln —m] +
o =—00 m=—oo
S~ afm] gln — m] = aln] » h[n] + ofn] * gln]

d) Isto kao u tackama a), b) i ¢).
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3.1.1 Osobine sistema

Zadatak 2.4.

Diskretan sistem je stabilan u BIBO smislu (bounded-input bounded-output) ako i samo ako svaka ogra-
ni¢ena pobuda prouzrokuje ogranicen odziv. Pobuda z[n] je ograni¢ena ako postoji konaéna pozitivna
konstanta Bx takva da vazi Vn,n € Z, |z[n]| < Bx < +o00. Ako za takvu pobudu postoji kona¢na
pozitivna konstanta By da vazi Vn,n € Z, |y[n]| < By < +o0, gde je y[n| odziv sistema, sistem je
BIBO stabilan. Ekvivalentna definicija vazi za kontinualne sisteme.

Odrediti stabilnost slede¢ih sistema:
a) y[n] = x[n — k|,
b) yln] = z[Mn],

c) y[n] = 2?[n],
M
d) y[n] = 2Ml+1 Z z[k],
k=—M
e) yln] = x[k],
k=0
£) y(t) == (3),

Resenje:

a) Ako je z[n] ograni¢eno Vn,n € Z, bice ograni¢eno i za n — k, pa je i y[n] ograni¢eno stabilan. Samim
tim je i sistem BIBO stabilan.

b) Odziv se dobija decimacijom pobudnog signala. Ako su svi odbirci pobude ograniceni, sigurno ¢e
biti i odbirci odziva zato Sto predstavljaju ,proredene” odbirke pobude.

c) Ako je ispunjeno da je Vn, |z[n]| < Bx < 400, ispunjeno je i da je Vn, |z%[n]| < B% < +0o0, odnosno
vazi da je Vn, [y[n]| < B% < 400, pa je sistem BIBO stabilan.

d) Ako je Vn,|z[n|| < Bx < +00, onda je

1 M 1 M 1 M
=ty 32 ot < gty 3 el gty 3 p- s
k=—M k=—M k=—M
Znaci da vazi Vn, |y[n]| < Bx < 400, pa je sistem BIBO stabilan.
e) Ako je Vn, |z[n]| < Bx < 400, onda
n n n
[l = D=l <> |zl <Y Bx = (n+1) Bx.
k=0 k=0 k=0

Sistem nije BIBO stabilan jer ako n — oo, vazi i y[n] — oo.

f) Sistem je stabilan jer samo obavlja ekspanziju vremenske ose, a amplituda izlaza je ista kao i
amplituda ulaza.

g) Ako je Vi, |z(t)| < Bx < +oo, tada je

t t

()] = /x(T)dT S/\x(7)|d7</tBXdT:2tBX.

—1 —t
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Kao u prethodnoj tacki sistem nije BIBO stabilan jer postoji pobuda koja je ograni¢ena, a daje neo-
graniceni odziv.

h) Resavanjem integrala se dobija y(t) = x(t) u(t), $to znaci da je sistem stabilan.

i) Na osnovu tacke g) se dobija da je |y(t)| < 2 Bx. Sistem je BIBO stabilan.

Zadatak 2.5.

Za sistem se kaZe da je vremenski invarijantan (stacionaran, nezavistan) ako vazi sledeéi iskaz: ako je
y[n] odziv na pobudu z[n], tada je yi[n] = y[n — k] odziv na pobudu zi[n] = z[n — k|, y[n]|,_, =
y[n]4p—g- Ekvivalentna definicija vaZi za linearne sisteme: y(t)|,_y, = y(t)[,;_¢,)- Ispitati da li su
sleded1 sistemi vremenski invarijantni:

a) yln] = z[n] — z[n — AJ,

b) y[n] = nxn].

Resenje:

a) y1[n] = zi[n] —xin — Al =2x[n — k] —x[n — k — A] = y[n — k]
Sistem je vremenski invarijantan.
b) yi[n] = nzi[n] = naln — k| # yln — k] = (n — k) z[n — k|

Sistem nije vremenski invarijantan.

Zadatak 2.6.

Dokazati tvrdenja:

a) Neka je y(t) odziv vremenski invarijantnog sistema na pobudu z(t). Ako je z(t) periodi¢no sa
osnovnom periodom Tp, tada je i y(t) periodiéno sa periodom Ty koja ne mora da bude osnovna
perioda.

b) Ponoviti a) za slucaj diskretnog vremenski invarijantnog sistema i periodu Ny.

c) Neka je y(t) odziv vremenski promenljivog sistema na pobudu z(t). Ako je z(t) periodi¢no, tada
y(t) moZe, a ne mora da bude periodi¢no.

Resenje:

a) Kako je y(t) = O {z(t)} linearan vremenski nepromenljiv sistem i vazi da je z(t + Tp) = z(t), to je
y(t+Tp) = O{x(t+Tp)} = O{x(t)} = y(t), 8to je i trebalo dokazati.

b) Kako je y[n] = O {x[n]} linearan vremenski nepromenljiv sistem i vazi da je xz[n + Ny] = z[n], to je
y[n + No) = O {z[n + No|} = O {z[n]} = y[n], §to je i trebalo dokazati.

¢) Za vremenski promenljivi sistem ne mora da vazi da je O {z(t + Tp)} = O{z(t)}, pa samim tim
zavisno od toga koja je funkcija y(¢) u pitanju, ona moze, a i ne mora biti periodi¢na. Primer periodi¢ne
funkcije je y(t) = x2(t), a aperiodi¢ne y(t) = t z(t).

Zadatak 2.7.

Ispitati linearnost sistema:
a) y[n] = f(z[n)) = 2°[n],
b) y[n] = f(x[n]) = z[n] — z[n — A].

Resenje:

g) flazi[n] 1+ baaln]) = (ax1[n] + bxa[n])? # ax?n] + ba3n]

istem je nelinearan.

b) f(axi[n] 4+ bxaln]) = (az1[n] + bxa[n]) — (az1[n — A] + bxa[n — A]) = a (z1[n] — x1[n — A]) +
b(22[n] — x2[n — A]) = a f(z1[n]) + b f(z2[n])

Sistem je linearan.
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Zadatak 2.8.

Sistem je bez memorije ako izlaz za bilo koju vrednost nezavisne promenljive zavisi samo od vrednosti
pobude u istom trenutku.

Sistem je kauzalan ako njegov odziv u svakom trenutku zavisi samo od vrednosti pobude u istom
tom trenutku i u proslosti. Ako je sistem bez memorije, sigurno je kauzalan.

Za sledece sisteme ispitati da li su stabilni, linearni vremenski invarijantni, sa ili bez memorije:
a) y[n] = (z[n] + z[n — 10]) u[n],

k=N
n+N
)yl = > alkl
k=n—N
d) yfn] = el
e) y[n] = z[-n],
f) yln] = z[2n — nol,
g) y[n] = Az[n] + B,

Resenje:
a) Stabilan, linearan, kauzalan, sa memorijom. Sistem nije vremenski invarijantan jer
yi[n] = (z1[n]+x1[n—10]) u[n] = (x[n—k|+zn—10—k]) u[n] # (z[n—k]+x[n—10—k]) uln—k] = yn—kJ.

b) Nestabilan, linearan, kauzalan, sa memorijom. Sistem nije vremenski invarijantan jer

yiln] = aifk] =ain] + ;aln— 1]+ + zifn— (n— N)| =
k=N

n—m
=zn—m|+zn—m-—-1+---+z2n—(n—N)—m]# z[k] = y[n — m)].
k=N
c¢) Stabilan, vremenski invarijantan, nekauzalan, sa memorijom.

d) Stabilan, vremenski invarijantan, kauzalan, bez memorije. Sistem nije linearan jer je

flaai[n] + bas[n]) = e~ @PlH0wD 24 g f (2 [0]) + b f(w2[n]).

e) Stalilan, linearan, nekauzalan, sa memorijom. Sistem nije vremenski invarijantan jer ako pobuda
prednjaci, odziv ¢e da zakasni, $to je suprotno smislu invarijantnosti.
f) Stabilan, linearan, kauzalan, sa memorijom. Invarijantnost se proverava za xi[n] = z[n — k|, i tada
je

y1[n] = z1[2n — no] = z[2n — ng — k] # x[2n — 2k — ng] = y[n — k.

g) Stabilan, vremenski invarijantan, nekauzalan, bez memorije. SIstem nije linearan zato $to vazi
flazi[n]+bxe[n]) = A (axi[n]+baa[n])+B # a f(x1[n])+b f(x2]n]) = a (Az1[n]+B)+b (A zo[n]+B).
h) Sistem je stabilan, bez memorije i nekauzalan. Posto je z1[n] = xz[n — k|, dobija se da je

yi[n] =z1[n] +3un+ 1] =zn— k] +3un+1] #zn -kl +3un+1—-k| =y[n —kl,



3.1. ZADACI 39

Sto znaci da nije vremenski invarijantan. Na osnovu tacke g) sistem nije linearan.
i) Stabilan, nije vremenski invarijantan, linearan, nekauzalan, sa memorijom.

j) Stabilan, kauzalan, sa memorijom, vremenski invarijantan, nelinearan.

k) Stabilan, vremenski invarijantan, linearan, kauzalan, bez memorije.

1) Stabilan, linearan, nije vremenski invarijantan, kauzalan, bez memorije.

Zadatak 2.9.

Za sistem se kaZe da je invertibilan ako se na osnovu odziva moZe nedvosmisleno rekonstruisati pobuda
u bilo kom trenutku. Za sledeée sistem ispitati da li su invertibilni:

a) yln] = 2zn},
b) y(t) = 2°(t),
c) y(t) ( ®)),

d) y(t) = x(t = 4) = 2(2 1),

e) y(t) == (17),

£) y(t) = 2(t) cos(wot),

g) yln] = (n+ 1) z[nl,

h) y[n] = z[n]uln].

Resenje:

a) Sistem jeste invertibilan jer je x[n] = @

b) Sistem nije invertibilan jer pobuda moze biti i z(t) = \/y(t) i z(t) = —/y(t).

c) Sistem nije invertibilan jer je u(x(t)) = u(Az(t)), VA > 0.

d) Sistem nije invertibilan jer je y(t) = z(t —4) — z(2 — t), istovremeno sa y(t) = x1(t —4) —z1(2 — 1),
gde je z1(t) = x(t) + C, a C proizvoljna konstanta.

e) Sistem je invertibilan jer je xz(t) = y(Mt).

f) Sistem nije invertibilan jer u trenucima prolasna konsinusa kroz nulu, dobice se nula na izlazu. U
tom trenutku pobuda moze imati bilo koju vrednost.

g) Sistem jeste invertibilan jer je x[n] = g[—ﬂ

h) Sistem nije invertibilan jer za n < 0 vazi¢e da je y[n] = 0 za bilo kakvu pobudu z[n].

Zadatak 2.10.

Za sisteme definisane sledeé¢im jednacinama ispitati linearnost, vremensku nepromenljivost i kauzalnost:
a) y(t) = t* x(t — 1),

b) y(t) =x(t —1) + z(1 —¢),

c) y(t) = z(sin(?)),

d) y[n] = 2%[n - 2],

e) y[n] = z[n] + 3uln + 1],

£) y[n] = e*"],
1 n+ngo
g) y[n] = o+l >,  x[k].
k=n—nyg
Resenje:

a) Da bi sistem bio linearan, odziv na pobudu z(t) = a x;(t) + bxa(t) mora biti y(t) = ayi(t) +bya(t).
Imamo da je:
y1(t) =21 (t — 1),
yo(t) = t2 oot — 1),
ay1(t) +bya(t) = at?x1(t — 1) + bt2 za(t — 1).
Posto je y(t) = t2x(t — 1) = at? x1(t — 1) + bt?z2(t — 1) = ay1(t) + bya(t), sistem je linearan.
Da bi sistem bio vremenski nepromenljiv, odziv na pobudu x(t — ty) mora biti y(t — tg).

y(t —to) = (t —to)?x(t —tog— 1) At x(t —tg — 1)
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Sistem je vremenski promenljiv.
Sistem je kauzalan kada njegov odziv u bilo kom trenutku vremena ¢ = ¢y zavisi samo od pobudnog
signala za t < ty. Ovaj sistem je kauzalan zato $to je za na primer x(t) = u(t), odziv sistema jednak

0 t<1
42 o _ ) )

b) Sli¢no kao pod a) se proverava da je sistem linearan, vremenski promenljiv i nekauzalan.
c) Sistem je linearan jer za yi(t) = x1(sin(t)) 1 y2(t) = x2(sin(t)) sledi:

ayi(t) +bya(t) = azi(sin(t)) + baa(sin(t)) = O{az1(sin(t)) + bxa(sin(t))} = y(t).

Sistem je vremenski promenljiv zato $to je

y(t —to) = w(sin(t —to)) # O{x(t —to)} -

Sistem nije kauzalan zato §to je na primer y(—m) = x(0).
d) Kako je za z[n] = ax;[n] + bxa[n], odziv sistema jednak

yln] = (ax1[n — 2] + bxa[n — 2])2 = a2$%[n — 2] 4 2abxi[n — 2] $%[n =2l #ayi[n—2]4+bys[n — 2],

sistem nije linearan.

Neka je x1[n] = x[n — ng]. Odziv na signal x1[n] je y1[n] = 23[n — 2] = 22[n — ng — 2] = y[n — ne),
pa je sistem vremenski nepromenljiv.

Sistem je kauzalan zato Sto u odsustvu pobudnog signala nema ni signala na izlazu sistema.
e) Sistem je nelinearan zato §to je za yi[n] = O{z1[n]} = x1[n] + 3 uln + 1] i y2[n] = O{z2[n]} =
z2[n] + 3 uln + 1]

yln] = O{az1[n] + bxa[n]} = azq1[n] + baza[n] + 3 uln + 1] # ayi[n] + bya[n].
Sistem je vremenski promenljiv zato Sto je
y[n —ngl = x[n — ng|l + 3 uln —no + 1] # O {z[n — ng]} = z[n — ng] + 3 uln + 1J.

Sistem je kauzalan.
f) Sistem nije linearan zato 3to je nehomogen: y[n] = O {Az[n]} = eA*M £ AO {z[n]} i neaditivan:
O {z1[n] + za[n]} = emirl =il = emilnl ev2lnl =y, [n) yo[n) # y1[n] + y2[n].

Sistem je vremenski nepromenljiv zato Sto je y[n — no] = e**~"0) = O {z[n — ng]}.

Sistem je kauzalan.
g) Neka je suma koja odgovara signalu x[n| jednaka X[n] = > x[n]—C, gde je C' € R. MoZe se napisati
da je:
_ 1
S 2np+1

Lako se proverava da je sistem linearan i vremenski nepromenljiv.
Za kauzalni signal x[n] je suma X |[n| kauzalna. Kako odziv zavisi i od odbiraka koji tek treba da
se ,pojave” na ulazu u sistem, jer ima i sabirak X [n + ng + 1], tako sistem nije kauzalan.

y[n] (X[n+np+ 1] — X[n — ngl).

Zadatak 2.11.

a) Dat je linearni vremenski invarijantni sistem ¢iji je odziv y;(¢) na pobudu z1(¢t) = u(t) — u(t — 1).
Odrediti odziv na pobudu sa slike 2.10.1 u funkciji od y; (¢).
b) Neka h(t) impulsni odziv kauzalnog sistema i neka je za ¢ > 0 parni deo signala jednak:

her(t) =t (u(t) —u(t — 1)) +u(t — 1), t>0.

Odrediti h(t).
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A 22(0)
2
1
t
-1 0 1 >
Slika 2.11.1

Resenje:

a) Sa slike 2.11.1 se vidi da je x2(t) = 2(u(t+1) —u(t)) +u(t) —u(t —1) = 2x1(t + 1) + z1(¢t). Na
osnovu toga je odziv yo(t) = 2y1(t + 1) + y1(t).
b) Neka je kauzalni impulsni odziv oblika h(t) = y(¢) u(t). Parni deo signala je jednak
h(t) + h(=t) _ y(®)u(t) +y(=t)u(=1)
2

he(t) = === =

= he1(t) u(t) + hea u(—t),
pri ¢emu je ocigledano da je hea(t) = he1(—t). Na osnovu prethodne jednacine se dobija da je

y(t)u(t) = h(t) = 2 hey () u(t) = 2t (u(t) — u(t — 1)) + 2u(t — 1).

Zadatak 2.12.

Serijska veza dva sistema podrazumeva da je izlaz jednog sistema ulaz drugog. Paralelna veza dva

sistema podrazumeva da su ulazi sistema kratko spojeni, a da se izlazi sabiraju ili oduzimaju.
Ispitati sledec¢e tvrdnje:

a) Serijska veza dva linearna, vremenski invarijalnta sistema je linearan, vremenski invarijantan sistem.

b) Serijska veza nelinearna sistema je nelinearan sistem.

c) Paralelna veza dva linearna, vremenski invarijanta sistema je linearan, vremenski invarijantan sistem.

d) Paralelna veza dva nelinenarna sistema je nelinearan sistem.

Resenje:

a) Serijska veza daje konvoluciju dva sistema. Neka su hy i hy dva linearna, vremenski nepromenljiva
sistema. Njihova serijska veza je h = h1 * ha. Po definiciji linearnog, vremenski nepromenljivog sistema
jezay=0{z}iz=axi+bra,y=a0{x1}+b0 {x2} = y1 +y2. Neka je na ulazu u sistem dat signal
x = ax1 + bxe, tada je na izlazu iz sistema h = hy % ho signal z =x xh = ax] * h + bxry x h = 21 + 29.
Vremenska invarijantnost se dokazuje na isti nacin.

b) Konvolucija nelinearnih sistema je nelinearan sistem.

c) Praralelna veza predstavlja aditivnost. Po definiciji sistem je linearan ako je homogen i aditivan.
Samim tim je i zbir dva linearna, vremenski invarijantna sistema linearan, vremenski nepromenljiv
sistem.

d) Ako su sistemi hp i ho nelinearni sistemi, onda je i sistem hj; & ho nelinearan sistem.

3.1.2 Konvolucija diskretnih sistema

Zadatak 2.13.

Dat je signal z[n] = u[n] — uln — 4].

a) Nacrtati dati signal.

b) Graficki odrediti konvoluciju signala sa samim sobom.
c) Analiticki odrediti konvoluciju.
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0.8 a

0.6 |- a

-1 0 1 2 3 4 )
n

Slika 2.13.1.

Resenje:
a) Signal je prikazan na slici 2.13.1.
b) y[n| = x[n]j x[n]

y[—1] = Z x[m]x[-1 —m] = 0, jer ne postoje impulsi koji se poklapaju, videti na slici 2.13.2.
Isto vazi za iv;iio n < 0.

y[0] = Z xz[m] z[—m] = 1, jer se poklapa jedan impuls.

y[i] = ) am]z[l —m] =2

= Y afmla2—m] =3

yBl= Y zlmz3-m]=4

= S ofmlald—m] =3

y[5] = Z x[m|xz[b —m] =2

y[6] = Z xz[m|z[6 —m] =1

+o0

y[7= > alm]a[7—m] =0

m=—00

Na slici 2.13.3 je prikazan signal y[n].



43

3.1. ZADACI

-4 -3 -2 -1

-5

-2 -1

-3

0.8
0.6 |-
0.4
0.2

N
8

—

0.8
0.6 |-
0.4
0.2

N
8

-3 -2 -1

—4

0.8
0.6 -
0.4}
0.2

<
8

-1

-2

Slika 2.13.2.
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Slika 2.13.3.

¢) Formalnom primenom osobina konvolucije: y[n] = x[n| * h[n] i z[n — a] * h[n — b] = y[n — a — b], kao
i

(z1[n] + z2[n]) * (h1[n] + h2[n]) = x1[n] * h1[n] + z1[n] * ha[n] + x2[n] * hi[n] + x2[n] * haln],
direktno se dolazi do rezultata
y[n] = z[n] * z[n] = u[n] * uln] — 2u[n| xun — 4] + uln — 4] xufn — 4.

Ako je y1[n] = u[n] x u[n], onda je y[n] = y1[n] — 2y1[n — 4] + y1[n — 8]. Kako je:

+00 n
y1[n] = u[n] * uln] = Z u[m|uln — m| = un| Z 1= (n+1)uln],
m=—o0 m=0

sleduje da je
yln] =(n+Duln]—2(n—-3)un—4]+ (n — 7)uln — §|.

Zadatak 2.14.

Naéi analiticki oblik signala sa slike 2.14.1, a zatim odrediti njihovu konvoluciju. Rezultat proveriti
odredivanjem konvolucije direktno sa slike.

Resenje:

a) z[n] = u[n] —un — 5], y[n] =u[n — 2] —u[n — 8 + u[n — 11} — u[n — 17|
zn]*yn]=Mm—-1un—-2—(n—-6)un—"7—-(n-"7un—_8 + (n—12)un — 13| +
(n—10)u[n — 11] = 2(n — 16) u[n — 17] + (n — 21) u[n — 22]

b) z[n] = u[n + 2| —uln — 3]+ 0[n + 1}, y[n] = uln| —uln — 5] — 24[n — 1]

z[n] xyln] = (n+3)uln +2] = 2(n —2)uln =3[+ (n = 7)uln — 8]+ uln + 1] —u[n — 4] — 26[n]

c) z[n] =un+1] —uln — 4] — d[n — 1], y[n] = (n + 3) (u[n + 3] — u[n]) + (3 — n) (u[n] — uln — 3))

Kako je nu[n] * uln] = %u[n] i kako y[n] moze da se zapiSe kao y[n] = (n + 3)u[n + 3] —
2nu[n] + (n — 3)u[n — 3], vazi:
:c[n]*y[n]:Wu[n—iﬁﬂ—n(nT_l)u[n—l]—(n—1)(n+2)u[n+1]+(n—3)(n—4)u[n—4]
+ =2 )y — 9] — =008 iy 7] — (n 4 2)un 4+ 2] +2(n— 1) uln — 1] — (n — 4) uln — 4].
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Slika 2.14.1

Zadatak 2.15.

Nacrtati sledeée signale i odrediti njihovu konvoluciju:
a) z[n] = a™u[n|, hln] = b"u[n|, a # b,
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b) z[n| = h[n] = a™ uln]
c) z[n] = 2" u[—n/, h[n] = u[n]
d) z[n] = (=1)" (u[-n] —u[-n —8]), h[n] = u[n] —uln —§]
e) z[n] =1, hln] = (3)" u[n] .
f) z[n] = u[n] =~ u[-n], hn) = (3)" uln]
g) z[n] = (—3)" un —(41]),nh[n] =4"u[2 — n

z), n >0,
) afn] =1, 8 = { (20 120

1 n, n>0
i) aln] =ulo] — uf-nl, ) = { 20 " 20
§) @ln] = 3" (ufn — 3] = u[2 = n]), hln] = (3)' " wln+1]
Resenje:
a)
+00 +o00 +o00 a\m
yln] = Z x[m]hln —m] = Z a™ " " ulmluln —m] =" Z (5) u[m]u[n — m]

Kako je ufm| =0zam < 0iun—m] =0zan—m <0, odnosno za m > n, mogu da se promene
granice sumiranja.

n a\m a\ntl ntl _ on+l
ol = v ufn) 32 (4)" = b uln) © 1(1’)3 =T )
m=0
400 n
b) yn| = Z a™u[m]a" ™ u[n — m] = a" un| 1= (n+1)a"uln]
m=—00 m=0

c) Prvi nacin, direktno:

—+o00 0
yln] = Z 2™ u[—m]uln —m] = Z 2™ u[n — m]

Posto je u[n — m| = 0 za n — m < 0, odnosno za m > n, sumiranje ide samo do min {0, n}.

min{0,n}
> am = gttmin{0nt — gl y[p) 4 2u[n — 1]

m=—0o0

Drugi nacin, svodenjem na kauzalne sekvence: u[—n] =1 — u[n — 1]

+o00 +00 +oo
yln] = Z 2™ (1 —u[m —1))un —m| = Z 2™ uln —m] — Z 2™ ulm — 1]uln —m] =

Z 2™ —ufn — 1] sz ontl _ (2nF _9)u[n — 1] = 2" u[—n] 4 2u[n — 1]

d) z[n]=(-1)"(1—un—-1—-1+un :_9]) =(=1)"(uln —9] —uln — 1))
Neka je yi[n] = (—=1)"u[n] xuln| = Z (=1)™u[m]uln — m] = uln| Z(—l)m, tada je
m=—o00 m=0

+1 broj
] :{ :)J[n] n neparan broj combs[n] u[n].

n + 1 paran broj
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yln] = z[n] x hln] = =241[n = 9] + y1[n — 1] + y1[n — 17]

y[n] = —2comba[n — 9] u[n — 9] + combg[n — 1ju[n — 1] + comba[n — 17| ufn — 17]
+oo 1\™ +o0 1\™ 3
uil= 3 (5) wm=3(3) =3
f) z[n] =u[n] +un-1] -1
= /1\™ nL 3l
il =l hir) = 3 (5) ol = m] = >3 =S5l
n+1l _ n __
A A |
g) Prvi nadin:
= 1 " n—m — A" S _1 " —
y[n]—mzz_oo (—2) 4 um—4ju[2—n+m| =4 T;< 2> uf2 + m]

Kako je u[2 —n +m] = 0 za m < n — 2, onda sumiranje moze da po¢ne od max{4,n — 2}.

(_l) max{4,n—2} 8. 4n ( 1 > max{4,n—2}

yln] =47 f (;)m:‘ln gy s

m=max{4,n—2} 8 8
Zan—2 < 4jeyln] = 5 (<1 =52 aakojen > 7 vai yln) = "o (<3)" 7 = grder
8- 4n~0 4
yln] = 9 uf[6 — n] 9. (—2)n7 ufn — 7]
Drugi nacin:
R I
x[n] = 16( 2) u[n — 4]
h[n] = 4" (1 — u[n — 3])
Neka je y1[n] = (—3) u[n] x4™ i yo[n] = (—3) u[n] * 4" uln]
+oo 1\"™ +oo
[n] = —= ) um]arTm =4 ) (—2)3m = _4n
+o00 m n AT
wlo = 37 (g) il ) = 4] 3227 = B (1 (2l
n — 3 n—6
] = 2 el = Sl ) - -
— R 1 111
h) yln] = > 4"+ ) 3= 1j1+171 =%
m=—00 m=0 4
-1 +o0 —1
i) y[n] = Z 4™ xn —m| + Z 37 xn—m] = Z 4™ (uln — m] —u[-n +m]) +
m=—o00 m=0 m=—00
+00 -1 n
+ > 37 (un—m] —u[-n+m]) = —u[-n] > 4™ +un] Y 37"
m=0 m=n m=0
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j) Ako se eliminisu nekauzalni oblici:

hin] = 3 2" un + 1]
Kako vazi
“+oo n a\m (g)m n+1
n n _ m n—m _ _ pn = —_ pn b
a™u[n] * b un] = m:z_:ooa u[m] b u[n —m| = b" un| 2 <b> b"™ uln] o 0
a\n+l _ n+1 n+1
_n (b) 1 _ a b
=0"u[n| i = u[n] p—
i +
+o0 +oo a\m | T n-+1
n n __ m n—m __ n ﬂm_n(B) _n —1 _ ot
a™un] x b" = _Za u[m|b =b Z<b> =b o =0 1T asp
m=—oo m=0 0
dobija se:
yi[n] = 2" u[n] * 3" u[n] = (3" — 2" N u[n], ya[n] = 2" u[n] * 3" = 3"
Zato je
27 1
= 2L in— 2] — = yaln].
vin) = 2 il 2~ % ol

3.1.3 Prinudni i sopstveni odziv diskretnih signala

Zadatak 2.16.

Dokazati da se dva kaskadno spregnuta sistema prikazana na slici 2.7.1 ¢iji su impulsni odzivi hy[n] i
he[n] ponasaju kao jedan sistem ¢iji je impulsni odziv h[n] = hi[n] * ha[n].

a[n] wln] y[n]

— o hy |

Slika 2.16.1.

Resenje:

wln] = z[n] * ha[n], y[n] = wn] * ha[n] = x[n]  (ha[n] * ha[n]) = x[n] + h[n]

Zadatak 2.17.

a) Odrediti impulsni odziv h[n| celog sistema sa slike 2.17.1 ako su dati impulsni odzivi delova sistema:

427" (u[n] — uln — 3)), ha[n]
hy[n] = d[n — 1], hs[n]

b) Ponoviti tacku a) ako je ha[n] odziv na diskretni jedini¢ni niz.

hs[n] = (n+ 1) u[n],
d[n — 1] —44[n].

Resenje:

a) hln] = ha[n] x (ha[n] = ha[n] * ha[n]) + hs[n]



3.1. ZADACI 49

o R N
ymn
I, + [n]
f— -
x[n] | hs iz
—o
s
Slika 2.17.1.

ha[n] * ha[n] = nufn — 1]
haln] — ha[n] * haln] = (n + 1) un] — nufn — 1] = 8[n] + (n + ) ufn — 1] — nufn — 1] = 8[n] + u[n]
Kako je
hi[n] = 4-27" (u[n] — u[n — 3]) = 4- 27" (8[n] + 0[n — 1] + 6[n — 2]) = 48[n] + 2[n — 1] + 6[n — 2],
dobija se
haln] * (ha[n] — hs[n] = haln]) = (46[n] + 28[n — 1] + 6[n — 2]) * (3[n] + u[n]) =
= (46[n] +26[n — 1]+ 6n — 2)) * u[n] = 4uln] + 2uln — 1] + ufn — 2.
hln] = 4ufn] + 2uln — 1] + uln — 2] + 8[n — 1] — 46[n] = Tu[n — 1]
b) Potrebno je prvo naci impulsni odziv hor[n]. Vazi ha[n] = u[n] * hor[n], pa je
han — 1] = 8[n — 1]  ha[n] = 8[n — 1] % u[n] * hor[n] = u[n — 1] * hag[n).

Odavde je
ha[n] — ha[n — 1] = (n + 1) u[n] — nu[n — 1] = uln|,

ho[n] — ha[n — 1] = u[n] * hor[n] —uln — 1] * hey[n] = harln],

pa je hor[n] = uln].
hor[n] — hs[n] * ha[n] = u[n] — nu[n — 1] = (1 — n) uln]
Konacno je
hin] = (46[n] + 2[n — 1] + d[n — 2]) * (1 — n) u[n] + hs[n],
hin] =4 (1 —n)un] +2(2—n)uln — 1]+ @B —n)uln — 2]+ b[n — 1] — 44[n].

Zadatak 2.18.

a) Odrediti impulsni odziv sistema sa slike 2.18.1 h[n] ako su dati pojedina¢ni impulsni odzivi:

hn]=3(-1)" (1" u
heo[n| = hs ]:u + 2]
hyln] = 6[n —1].

b) Ispitati BIBO stabilnost i kauzalnost sistema.
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oJ s N
z[n] hy yln]
o hs o ha | 1-
Slika 2.18.1.
Resenje:
a) hln] = ha[n] * (ha[n] — hs[n] + ha[n])
ho[n] — ha[n] * ha[n] =un+2] —un+2] *x0[n — 1) = uln + 2] —uln + 1] = d[n + 2]
n+2
hin] = ha[n] 6[n + 2] = han + 2] = 3 (~1)" (i) afn]

1

b) Diskretni sistem je stabilan ako mu je impulsni odziv apsolutno sumabilan.

Sl

+00 3 +00
n;)o\h[n]!—w;)él T

Vidi se da je sistem stabilan.
Sistem je kauzalan zato $to je h[n] =0, za n < 0.

Resavanje diferencnih jednacina
(3.1)

Jednacina oblika
ary[n] + ag—1yn — 1]+ -+ agyln — k] = z[n|
naziva se linearna nehomogena diferencna (rekurentna) jednacina k-tog reda sa konstantnim koefici-

jentima. Ukoliko je x[n] = 0, jednacina se naziva homogena.
Opste reSenje homogene jednacine je zbir k partikularnih reSenja:

yln] = s1[n] + s2ln] + - - + si[n].

Nalazenje partikularnih reSenja
Jednacini (3.1) se pridruzuje karakteristi¢ni polinom oblika
PO = ap A+ ap_y A1+ 4, (3.2)

koji moze da se faktorizuje na ¢lanove oblika
PN =ar (A= 21) (A= X2)P (N +on A+ B1) (A + a2 A+ Ba)”

e Vidi se da je A\; € R prosta realna nula. Njoj odgovara jedno partikularno resenje oblika:

S[n] =C- A?a

gde je C € R neodredena konstanta.
e X2 € R je nula karakteristicnog polinoma (3.1) reda p. Njoj odgovara p partikularnih reSenja

oblika:
s1[n] + sa[n] 4 -+ -+ sp[n] = (C1 +nCy + --- +nP~1 Cp) AT,

gde su C1—, € R neodredene konstante.
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¢ Konjugovano-kompleksnom polu A3 4 = =%+ & j1/81 — %% = p(cos(f) £ sin(f)) odgovaraju dva

partikularna resenja

si[n] = C1 p" cos(n @), so[n] = Ca p" sin(n 0).

2
e Svakom paru konjugovano-kompleksnih polova A\s¢ = —% & j\/ B2 — % = p(cos(f) + sin(h))

odgovara 2r partikularnih resenja:

s1[n] + sa[n] + -+ s.[n] = (C1 +nCy 4 - +n" "1 C,) p" cos(nb),

Spr1[n] + sppa[n] + -+ sop[n] = (Bi+nBa+ -+ + n1 B,) p" sin(n9),

Posto svako partikularno resenje sadrzi neodredenu konstantu, za odredivanje svih neodredenih
konstanti potrebno je k pocetnih uslova, a to su po¢etne vrednosti y[0], y[1], - - -, y[k — 1]. Zamenom

pocetnih uslova se dobija sistem jednacina k-tog reda koji ne mora da ima jedinstveno resenje.

Zadatak 2.19.

Na slici 2.19.1 je prikazana lestvi¢asta otporna mreZa koja se sastoji od M sekcija. Svi otpornici u

mrezi su jednaki, a mreza je kratko spojena na izlazu. Potencijal ulaznog ¢vora je vg.

a) Formirati rekurentnu jednacinu koja opisuje zavisnost potencijala n + 1-vog ¢évora od potencijala

n-tog i n + 2-gog ¢voraza 0 <n < M — 2.
b) Odrediti potencijal n-tog ¢vora u funkciji od n ako je v[0] = vg 1 v[1] = vy.
c¢) Odrediti potencijal v[1] = v; u funkciji od M i v[0] = vy.

V0 2r

Slika 2.19.1.

Resenje:

a) Pisanjem jednacine koriS¢enjem metode potencijala ¢vorova za n + 1-vi évor dobija se:

1 1 1 1 1
v[n + 1] ;4—5—%; ;v[n]—l—;v[n-ﬁ-Q],

v[n+ 1] = = (v[n] + v[n + 2]).

(G2 )

b) Diferencna jednacina glasi
v[n+2] — gv[n—i—l] +v[n] =0,

pa je njen karakteristicn polinom

P()\):)\Z—%Jrl,

¢iji su korenovi Ay =21 Ay = % Na osnovu toga je opste reSenje diferencne jednacine:

vn] =C12" 4+ Cy 27",
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Kako je
vo = v[0] = C1 + Cy,
o=l =201 + @,
dobija se Oy = 2U=%0 § ) = 7M.
2v1 — v 2(1}1—21}0) _
vln] 3 .

c) Posto je v[M] = 0, odreduje se i drugi poc¢etni uslov v[1]:

20, — 2 (v — 2
o[M] = 2o 201 = 200) yor
3 3

22M72 -1

VL= 20 o

Zadatak 2.20.

Kutija X sadrzi a belih i b crnih kuglica, kutija Y sadrzi b belih i @ crnih kuglica, pri ¢emu je a, b > 100.
Izvlace se kuglice jednaza drugom tako da ako se izvuce bela kuglica, sledeée izvlacenje je iz kutije X.
Ako je prvo izvlaéenje bilo iz kutije X, kolika je verovatnoca sa je n-ta kuglica bela za n < 1007

Resenje:

Posto je a,b > 100, moze se zanemariti promena broja kuglica u prvih 100 izvlacenja, pa je verovatnoa
da je bela kuglica izvucena iz kutija X i Y:

a b
2 P= .
a+b’ YT aTb

Px =

Neka je P[n] verovatnoéa da je u n-tom izvlacenju izvucena bela kuglica. Kuglica se u n-tom
izvlacenju uzima iz kutije X ako je u prethodnom izvlacenju izvucena bela kuglica, §to je verovatno
sa P[n — 1], a iz kutije Y ako je u prethodnom izvladenju izvucena crna kuglica, Sto je verovatno sa
1 — P[n — 1]. Prema tome je diferencna jednacina

b a—b b
Pln] = Pin—-1 1—-Pln—-1)) = Pln—
nl =g Pl =1+ oo U= Pl =1 = g Pln =11+ 7
sa pocetnim uslovima P[0] =11 P[1] = 4.
Kako je
a—>b b
Pin—1] = Pln—2]+ —
== P2t
razlika P[n| — P[n — 1] iznosi
Pln] = Pln—1] = “=2 (Pln — 1] = Pln— 2))
Ca+b '

Karakteristi¢na jednacina glasi:

—-b a—>b
MRoa=(A-1)2 A—1) (A= _
a-nis = - (A=t =0

pa je opste reSenje:

a—b\"
P frg .177/ .
n] =G +C <a+b>
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Na osnovu pocetnih uslova formira se sistem jednacina ¢ijim se reSavanjem dobijaju vrednosti
neodredenih koeficijenata.

=1 1
Cl+g—2b _ a } = C=0=
Gt+am@=5 2

Zamenom dobijenih koeficijenata u opste reSenje diferencne jednacine dobija se konacno reSenje:

Pln] :% <1+ (Z;z)n)

Zadatak 2.21.

Odrediti reSenje sledec¢ih diferencnih jednacina za zadate pocetne uslove:

a) yln] —4yln —1]+5y[n —2] —4y[n - 3] +4yln —4] =01 y[0] =0, y[1] =1, y[2] = 11, y[3] = 41;
b) y[n] —6y[n — 1] +8y[n — 2] =0, y[0] =0, y[1] =2;

c) y[n] —2yln — 1]+ 5y[n —2] =0, y[0] = 0, y[1] = 1;

d) y[n] +yln —1] —yln — 2] —y[n — 3] =0, y[0] = 2, y[1] = -1, y[2] = 3.

Resenje:

a) Karakteristi¢na jednacina za zadatu diferencnu jednac¢inu je: P(A) = M —4 X3+ 52 —4 X +4 = 0.
Ukoliko su koreni karakteristicne jednacine celobrojni, onda koren karakteristi¢ne jednacine treba da

deli koeficijent uz A\° = 1 bez ostatka. U ovom zadatku moguénosti su A € {41, 42, +4}. Jednostavnom

proverom se utvrduje da je jedno realno reSenje A\; = 2. Grupisanjem ¢lanova polinoma dobija se

PO =A=-2) (A =2 +21-2)=(A-2)2(\?+1).

Dakle, karakteristi¢ni polinom ima dvostruki realni koren A1 2 = 2 i jedan konjugovano-kompleksni
par A34 = £j1 koji u trigonometrijskom obliku glasi A3 4 = cos (g) 4 7 sin (g)
Opéste reSenje diferencne jednacine glasi

y[n] = C12" + nC2 2" + Cs5 cos (%) + C4 sin <%) ,

pa se na osnovu pocetnih uslova odreduje resenje u odnosu na zadate pocetne uslove:

y[0] =0=C1 +C3 Ci =—1,
y[1]=1:201+202+04 . Cy =2,
y[2]:11:401+802—03 o C3; =1,
y[3]:41:801+2402—04 Cy=-—1.
n n nmwy (T
y[n] = —2" +2n2 —l—cos(2) sm(2)

b) Karakteristi¢na jednacina je P(A) = A2 — 6\ + 8, ¢iji su korenovi \; = 2 i Ay = 4. Odatle je
y[n] = C1 2™ 4+ C24™. Na osnovu pocetnih uslova se dobija y[n] = —2™ + 4™,

c) Karakteristi¢na jednacina je P(\) = A2 — 2\ + 5, &iji su korenovi A2 = 14 52 = /5 (cos(¢) &
j sin(e)), gde je ¢ = arctg(2) ~ 63.44°. Odatle je y[n] = V/5" (C1 cos(ng) + Cy sin(ng)). Na osnovu
pocetnih uslova se dobija y[n| = \ng’n sin(ny).

d) Karakteristi¢na jednacina je P(A) = A3 + A% — X\ + 1, €iji su korenovi A\; 2 = —1 i A3 = 1. Odatle je
y[n] = (C1 +nCs) (=1)" + C3. Na osnovu pocetnih uslova se dobija y[n] = 1 (54 2n) (—1)" + 3).



54 GLAVA 3. OPIS I ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SISTEMA

Impulsni odziv

Zadatak 2.22.

Odrediti impulsni odziv diskretnog sistema i ispitati njegovu stabilnost ako je opisan diferencnom
jednacinom:

a) 25y[n] +6yln — 1] +yln — 2] = z[n],

b) dyln] = 5y[n —1] +y[n — 2| = z[n],
c) 16y[n] +12y[n — 1] — y[n — 2] = x[n},

d) 16y[n] — y[n — 4] = 22[n] — g a[n - 3],

e) 3y[n] +4y[n —1] —y[n — 2] = z[n] — z[n — 1],
f) Syln]+6yln—1]+10y[n — 2] = z[n].

Resenje:

a) Impulsni odziv se odreduje kao odziv sistema koji je bio u mirovanju pre nailaska pobude, a pobuda
je diskretni jedini¢ni impuls.
1 n=>0
= 5 = ’
dl=abl={ o n0

Problem je ekvivalentiran nalazenju sopstvenog odziva na pocetne uslove, gde su pocetni uslovi
definisani jedini¢nim impulsom:

1
25h[0] + 6 h[—1]+h[-2] = z[0] = 25R[0]=1 = A0]=—,
0 0 s[o]=1
B[]+ 6R0] + h-1] = 2[1] = 25A[1]+6h0]=0 = Al1]=——0_
— = 252
0 §[1]=0
Sada se resava diferencna jednacina sa pocetnim uslovima.
Karakteristi¢ni polinom je:
P\) =25)\+6A+1=0,
¢iji su korenovi A1 9 = —% +j % = a % j b koji se moze napisati u obliku A\ 2 = p (cos(p) £ j sin(y)),
gde je
p=\Va2+ b2
! b
a .
cos(p) = —, sin(p) = —,

) p () P
pa je

arctg (3) , a >0,

P = b
T+ arctg (E) , a < 0.

Dobija se da je p == %, cos(p) = g, sin(p) = %, pa je ¢ = 7+ arctg (—%) = 2.2143.
Opéste reSenje diferencne jednacine glasi

1 n
hn] = <5> (C1 cos(nyp) + Cs sin(ny)) uln].
Kada se odrede neodredeni koeficijenti
h[0] = Cy _ Ci=4
h[1] = % cos(p) + % sin(¢p) Cy —%

dobija se impulsni odziv

il = (3) (55 costip) — 1o sin(ne) ) o



3.1. ZADACI 95

Dovoljan uslov stabilnosti je da su svi korenovi karakteristiénog polinoma po modulu
manji od 1, odnosno unutar jedini¢nog kruga kompleksne ravni.

Ocigledno je sistem stabilan zato $to su mu koreni karakteristi¢ne jedna¢ine po modulu manji od
1.
b) Impulsni odziv je oblika h[n] = (C1+Cs47™) u[n] sa potetnim uslovima h[0] = 1 i h[1] = . Dobija
se hn] = (% - %) uln].

Sistem je grani¢no stabilan zato $to je jedan koren karakteristi¢nog polinoma unutar jedini¢nog
kruga u kompleksnoj ravni, a drugi je po modulu jednak 1.

n n

c) Impulsni odziv je oblika h[n| = (C’l (%) +Cs (_B_T‘/ﬁ) ) u[n] sa pocetnim uslovima
h[0] = {5 i h[1] = —13;. Dobija se

i) — (=3T3 (=34 V13 "+3+\/13 313\ -

= ufn].
3213 8 3213 8

Sistem je stabilan zato $to su mu koreni karakteristi¢cnog polinoma po modulu manji od 1.

d) Neka je h[n] = 2hi[n] — 3 hy[n — 3], onda je 16 h1[n] — hi[n — 4] = 6[n]. Kako su pocetni ulsovi
hl0] = 35, ha[l] = ha[2] = h[3] = 0 i kako je

hi[n] = (Cl 27"+ 0y (—2)7" + (Cg cos (%) + Cy sin <n2—7r)> 2_”> uln/,

dobija se:

haln] = é (2*” +(=2) "+ 227" cos (%)) uf

S,

Sistem je stabilan.

e) Impulsni odziv je h[n] = hy[n]—hi[n—1], pri ¢emu je hy[n] = (01 (‘2‘§

S
N—
3

+

&
/N
o

wl |
S
N—
3
N—

i=h

=

sa pocetnim uslovima hy[0] = £ i hy[1] = —§. Dobija se

] = (—2+xﬁ <—2+\ﬁ> L2V (—2—xﬁ> )u[n]'

67 3 67 3

Sistem je stabilan zato §to su mu koreni karakteristi¢nog polinoma po modulu manji od 1.

f) Impulsni odziv je oblika hln] = 2" (Cy cos(ng) + Cy sin(ny))uln], gde je ¢ = —arteg (3), sa
pocetnim uslovima h[0] = 2 i h[1] = —22. Dobija se hln] = 2" (2 cos(ny) — & sin(ny)) u[n].

Sistem je nestabilan zato Sto su koreni karakteristi¢nog polinoma po modulu veéi od 1.

Prinudni odziv primenom konvolucije

Zadatak 2.23.

Za sistem opisan diferencnom jedna¢inom 2 y[n] 4+ 6 y[n — 1] = z[n] — x[n — 2J:
a) Nacrtati blok dijagram sistema.

b) Odrediti impulsni odziv i ispitati stabilnost sistema.
c¢) Odrediti odziv na diskretni jedini¢ni niz z[n] = u[n| ako je sistem bio u stanju mirovanja za n < 0.

Resenje:
a) Diferencna jednac¢ina moze da se napiSe u obliku

vl = ~3yfn — 1)+ =2

pa je blok dijagram sistema prikazan na slici 2.14.1.
b) Impulsni odziv je jednak h[n] = hi[n] — hi[n — 2], gde se hq[n] dobija kao impulsni odziv sistema

2h[n] + 6 h1[n — 1] = d[n].
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[+ i

Slika 2.23.1.

(=3)™u[n], pa je ukupan impulsni odziv jednak

hin) = %(—3)” (u[n] _ “[”9_ 2]> |

Sistem je nestabilan zato Sto nije apsolutno sumabilan, odnosno koren karakteristi¢nog polinoma

Resavanjem se dobija hq[n] = 1

je po modulu veéi od 1.

c) Odziv na pobudu se moze odrediti konvolucijom impulsnog odziva sistema i pobude: y[n| = h[n] *
z[n] = hi[n] * (z[n] — z[n — 2]. Kako je z[n] — z[n — 2] = u[n] —un — 2] = §[n] + d[n — 1], odziv sistema
je

yln] = hafn]  (3[n] + 6 — 1]) = hafn] + hafn — 1] = % (—3)" <u[n] - U[ng_ ”) .

Zadatak 2.24.

Sistem je opisan diferencnom jednac¢inom 4 y[n| — 4 y[n - 1] yln — 2] = z[n]. Ukoliko je sistem bio u
stanju mirovanja za n < 0, odrediti odziv na pobudu z[n (% " ufn].
Resenje:

Prvo se odreduje impulsni odziv sistema 4 h[n]—4 h[n—1]+h[n—2] = d[n] &ji su poéetni uslovi h[0] = %

i h[1] = 1. Na osnovu karakteristi¢nog polinoma P(A) =4A? —4XA+1=4 (A — 5) i pocetnih uslova

se dobija
n+1

hin] = 1 27" un).

Odziv na pobudu se dobija kao konvolucija pobudnog signala i impulsnog odziva.

+oo n

yln] = Z LHQ_ u[m ]32_(”_m) uln —ml] = 22_"u[n] Z(m+ 1) =

m=—00 m=0

u[n]

"3, () (n+2)
4 2

Zadatak 2.25.

Sistem je opisan diferencnom jednac¢inom y[n]—y[n—3] = z[n]. Ukoliko je sistem bio u stanju mirovanja
za n < 0, odrediti odziv na pobudu z[n| = u[n].

Resenje:

Prvo se odreduje impulsni odziv sistema h[n] — h[n — 3] = d[n] ¢iji su poCetni uslovi h[0] = 1, h[1] =
i h[2] = 0. Na osnovu karakteristi¢nog polinoma P(\) = A3 — 1 = (A — 1) (A2 + X + 1) se dobija

hn] = (cl 4 cos (T) 4+ sin (23”» ufn].
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Odredivanjem neodredenih konstanti na osnovu pocetnih uslova je

hin] = (; +§ cos <2§”>> ufr].

Odziv na pobudu se dobija kao konvolucija pobudnog signala i impulsnog odziva.

yln] = %u[n] Zn: <1 + cos <2m>> B (R o <@> s (5) ufn]

3 3 3 sin (%)

m=0

Zadatak 2.26.

Ako je impulsni odzvi diskretnog sistema jednak:
a) hin] =n A" uln],
b) h[n] = Ad[n] + an B™u[n], primenom konvolucije naé¢i odziv na diskretni jedini¢ni niz.

Resenje:
+oo n
a) y[n| = Z m A™ulm|u[n — m] = uln] Z m A™ Neka je f[m] = m 1 Ag[m] = A™, tada je
m=—00 m=0

glm] = %. Na osnovu teoreme o parcijalnoj akumulaciji i Njutm-Lajbnicove teoreme je

m n+1
yln) = ulo] (’Zf‘l 0 ) ,

. A-T

m=0

n+1 - n Am—',-l B [ ] (7’L—|— 1) An+1 N Am-‘,—l
" A1 (A1)

nA”+2—(n+l)An+1—|—A

yln) = bty ufn].
b) Na osnovu tacke a) je: y[n] = Au[n] + « anH_((];h_LBQBnHJFB uln].

Zadatak 2.27.

Za diskretne sisteme bez pocetnih uslova koji su definisani slede¢im diferencnim jednac¢inama prvo
odrediti impulsni odziv, a zatim odziv na pobudu z[n] = 27" u[n]:

a) y[n] +4y[n —2] = z[n] + z[n + 2],

b) y[n] +y[n — 1] +y[n — 2] = z[n — 1],

c) yln] - §yln —1] = gyln — 2] = z[n - 1],

d) y[n] +yln =1+ 3y[n — 2] + 57 y[n — 3] = z[n].

Resenje:

a) Pomo¢ni impulsni odziv diferencne jednacine hy[n] + 4 hq[n — 2] = §[n] je hin] = 2" cos (%) uln].
Zato je h[n] = hq[n] + hiln + 2] = =3 - 2" cos () uln] + d[n + 2].
Odziv na pobudu se dobija konvolucijom.

y[n] = z[n)xh[n] = x[n+2]—3 u[n] z”: 2.2~ (n=m) om (g (%) = <2”+3 —3-27" z”: 4™ cos (T)) uln]

m=0 m=0

Kako je

S o () = (14 e () (1)),
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dobija se:

yln] = 4‘f <\f2— +4 sin (2;) — 2 sin <27T(7;+1)>> ufn — 1]

¢) hfn) = & (1= (~6)~") ufn 1]

n+2
il =-2 (s =0+ 3 (0= 3 upn -1
d) i) = (1+3n+ %) (=3) " ufn
. 25m2+105n+98 27 ;.
il = (-9 e )

Zadatak 2.28.

Diskretni sistem je opisan diferencnom jednacinom 4 y[n] — 5y[n — 1] + y[n — 2] = z[n].
a) Nacrtati blok dijagram sistema koriste¢i standardne blokove.

b) Nadéi impulsni odziv sistema.

c) Naci odziv sistema na pobudu z[n] = (1 —27")u[n — 2].

d) Objasniti da li je sistem stabilan.

Resenje:
a) Na osnovu transformisane diferencne jednacine

S5y[n —1] — y[n — 2] 4+ z[n]

yln] = 1
je prikazan blok dijagram sistema na slici 2.28.1.
z[n] + ! y[n]
@ 1
+ ,
_|_
5 I+ D
D
Slika 2.28.1.
b) hln] = % (1—470+V) ufn]
c)yn]=152-47"+9-27"+6n—11)un — 2]
d) Za n > 1 je y[n] = %, 8to znaci da je odziv neogranicen. Naime: lim y[n] = oo.
n—oo
Zadatak 2.29.
Diskretni sistem je opisan diferencnom jednacinom y[n] — y[n — 1] + 2 y[n — 2] — 2 y[n — 3] = z[n].

a) Nacrtati blok dijagram sistema koriste¢i standardne blokove.
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b) Nadéi impulsni odziv sistema.
c) Objasniti da li je sistem stabilan.

Resenje:
a) Na osnovu transformisane diferencne jednacine

yln] = 4y[n —1] —y[n — 2i+y[n— 3] +4zn]

je prikazan blok dijagram sistema na slici 2.29.1.

x[n]

5 4

=

4 D
!
D
!
D
Slika 2.29.1.

b) h[n] = % (4 4+ 2™n (cos (%) + 2 sin (%))) uln]
c) Uslov stabilnosti je
o0

S [hfm]| < o,

m=—0o0

odnosno trbalo bi da sledeéi red ima kona¢nu sumu:

2 [(re s () w2 ()]

ali to nije zaovoljeno. Red divergira, pa je sistem nestabilan.

Potpuni odziv diskretnog sistema

Do odziva se dolazi metodom superpozicije: zbirom sopstvenog (autonomnog) odziva i prinudnog
odziva mirnog sistema (odziva mirnog sistema sa nultim poc¢etnim uslovima) na primenjenu pobudu:

ylnl = ysln] + ypln] = ysln] + hin] x 2[n].

Sopstveni odziv opisuje ponaSanje sistema koje ne zavisi od pobude koja pocinje da deluje u tre-
nutku ¢ = 0. Sistem moze da ima izlaz razli¢it od nule jer je bio pobuden u proslosti i izveden iz mirnog
stanja Sto je opisano pocetnim uslovima. Pri tome sopstveni odziv u opstem slu¢aju nije jednak prela-
znom odzivu, a prinudni odziv nije u opsSrem slucaju jednak isto $to i ustaljeni odziv.

Ako su pocetni uslovi zadati za odbirke pre nailaska pobude, oni su nezavisni od pobude i na osnovu
njih se moze odrediti sopstveni odziv sistema.

Zadatak 2.30.

Primenom konvolucije na¢i odziv sistema opisanog diferencnom jednacinom: y[n| — 4y[n — 2] = z[n]

sa potetnim uslovima y[—1] = 0 i y[—2] = 4 kada se primeni pobuda z[n] = u[n|.
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Resenje:
Sopstveni odziv se dobija reSavanjem homogene diferencne jednacine sa pocetnim uslovima:
1
ys[n]_4ys[n_2] :07 ys[_1]207 ys[_Q] :§7

ys[n] = C1 2" 4+ Cy (—2)".

ys[_l]:():%—% }
= 01202:1
wl2=}=4 -4

Ys[n] = 2" + (=2)"

Da bi se odredio prinudni odziv na pobudu z[n] pomo¢u konvolucije, potrebno je prvo naé¢i impulsni
odziv sistema. Za diferencnu jednacinu koja opisuje impulsni odziv hn] — 4 h[n — 2] = d[n], odreduju
se pocetni uslovi:

hl0] — 4 h[-2] =46[0] =1  h[0] =1,
——

h[1] — 4 h[gl] —6[1]=0  h[1]=0.
g

Impulsni odziv sistema je karakteristika sistema, a ne stvarni odziv, tako da pocetni uslovi dobijeni
na osnovu prethodne jednacine nisu pravi pocetni uslovi, veé¢ korak u postupku odredivanja impulsnog
odziva. Jedina situacija gde se odziv i impulsni odziv poklapaju jeste kada se trazi odziv sistema u
mirovanju na jedini¢ni impuls.

h[n] = (C3(=2)" + C42") u[n]
C3+C4:1 o —l
—203+2c4:0} > G=0=3

] = -1+ (—g?zn +3.9n ]

Potpuni odziv glasi:

—14(=2)"+3-2"

yln) = 2"+ (-2 + -

ufn].

Kao §to se vidi prinudni odziv postoji samo za n > 0, Sto je i oCekivano s obzirom na kauzalnost
sistema. Odziv na pocetne uslove, odnosno sopstveni odziv, postoji za —oo < n < +o00 jer pocetni
uslovi opisuju ponasanje sistema koje je postojalo i pre pobude.

Zadatak 2.31.

Primenom konvolucije na¢i odziv sistema opisanog diferencnom jednacinom: y[n]+2y[n—1] —15y[n—
2] = z[n] sa pocetnim uslovima y[0] = 2 i y[1] = —2 kada se primeni pobuda z[n] = n6~" uln|.

Resenje:

Potpuni odziv ¢ée biti odreden primenom superpozicije: prvo racunanjem sopstvenog odziva, a zatim
odziva na pobudu.

Sopstveni odziv se dobija resavanjem diferencne jednacine ys[n] +2ys[n — 1] — 15ys[n — 2] = 0, gde
se pocetni uslovi odreduju na osnovu sledeéih jednacina:

y[1] +29[0] = 15y[-1] = § y[-1]
oy g =0 } =
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ys[n] =C13"+ Cy (—5)”
Cp Gy _ 11

— 90 _ 47 _ 49
& 52_101} = Ci=% OCr=73
9 25 T 675

Da bi se odredio prinudni odziv na pobudu z[n] pomocu konvolucije, potrebno je prvo naé¢i impulsni
odziv sistema. Za diferencnu jedna¢inu koja opisuje impulsni odziv h[n]+2 h[n— 1] —15h[n—2] = §[n],
odreduju se pocetni uslovi h[0] =11 A[l] = —2.

Impulsni odziv sistema je karakteristika sistema, a ne stvarni odziv koji se trazi. Pocetni uslovi
odredeni za impulsni odziv nisu pravi pocetni uslovi, ve¢ korak u postupku odredivanja impulsnog

odziva.
hln] = (C33"™ 4 Cy (=5)™) uln]
gé:—cgal: -2 } = C3=§, Ci=3}
wln] = Wil afn] = Ca3"afn] 32 m 18~ + Ci (~Fnula] 3 m (=30
Kako je m=0 m=0

n —-n -n

—a- — -1
Zma_m a—a-a n(a—1)a ’
m=0

dobija se da je

03 —-n n 04 —n n
ypln] = (289 6" (18" — 17n — 18) + 961 0 ((—=30)"! +31n + 30)> uln).
Potpuni odziv glasi:
n n 03 —-n n+1 04 —-n n+1
yln] =C13" 4+ Cy (—5)" + @6 (18" —17n — 18) + ﬁG ((—=30)""" +31n+30) | uln|.

Zadatak 2.32.

Kauzalni vremenski invarijantni sistem opisan je diferencnom jednac¢inom: y[n] —5y[n—1]+6y[n—2] =
2z[n — 1]. Ako su pocetni uslovi y[—1] = =21 y[0] = —1:

a) Nacrtati blok dijagram sistema.

b) Naéi odziv sistema na pobudu z[n| = d[n| za n > 0.

c) Naci odziv sistema na pobudu z[n] = 6[n] za n < 0.

d) Ispitati stabilnost i invertibilnost sistema. Ako je sistem invertibilan, naci inverzan sistem.

Resenje:
a) Na osnovu transformisane diferencne jednacine
yln] =2z[n —1] +5y[n — 1] = 6y[n - 2]

je prikazan blok dijagram sistema na slici 2.32.1.
b), ¢) ReSenje se moze naci superpozicijom prinudnog i sopstvenog odziva.

PA) =X —5XA+6=(\—2)(A—3)
ys[n] =C12" 4+ (Cy 3"

Ci1+Cy=-1
62’1-}-63’2:—2} = (7 =-10, C9=9

Prinudni odziv se dobija konvolucijom pobude sa impulsnim odziv. Impulsni odziv hln] — 5h[n —
1] 4+ 6 h[n — 2] = 6[n] je h[n] = (3" — 27+ u[n]. Odziv na pobudu je

ypln] = h[n]*20n —1] =2hn—-1]=23"-2")un -1 =2(3" - 2") un|.
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S [~ O

Slika 2.32.1.

Potpuni odziv je
y[n] =2(3" —2")ujn] —10-2" 493",
pa je

11-3"—12.2",  n>0,
MMZ{

—-10-2"+9-3" n <0.

d) Sistem je nestabilan zato $to su mi koreni karakteristi¢nog polinoma veéi od 1.
Sistem jeste invertibilan zato Sto se pobuda moze rekonstruisati na osnovu poznavanja odziva:

(yln +1] = 5y[n] + 6y[n — 1]).

N

xz[n] =
Inverzan sistem bi bio opisan diferencnom jedna¢inom

yln] = = (z[n + 1] — bz[n] + 6 2[n — 1]).

N |

Metod odredivanja potpunog odziva operacionim racunom

Postoji vise metoda u vremenskom domenu kojima se reSavaju linearne nehomogene diferencne
jednacine sa konstantnim koeficijentima:

e heuristicki metod* (metod tipa ,seti se”),
e operacioni racun,

e metod neodredenih koeficijenata®,

e metod varijacije konstanti*,

e metod konvolucije.

Za standardne oblike pobudnih signala i date postinicijalne uslove operacioni racun se pokazao kao
najefikasniji.

Univerzalni metodi koji daju resenje u svim slucajevima su konvolucija, operacioni ra¢un i metod
varijacije konstanti. Metod varijacije konstanti je ekvivalentan metodu varijacije konstanti koji se
primenjuje kod obi¢nih diferencijlnih jednacina, samo Sto se umesto integrala koriste sume, a umesto
izvoda diference. Medutim, kako se u prakti¢nim problemima skoro uvek kao pobuda javlja jedan tip
signala, nekad je jednostavnije koristiti heuristicke metode ili metod neodredenih koeficijenata.

Kako je nehomogena diferencna jednacina oblika

ary[n] +ar_1y[n — 1] +-- -+ agy[n — k] = z[n], (3.4)

potpuni odziv se moZe odrediti kao zbir (superpozicija) dva reSenja: homogenog resenja i partikularnog
reSenja.
yln] = ynln] + ypln]
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Homogeno reSenje yx[n] se u literatiri sre¢e pod nazivima prelazni ili tranzijentni i predstavlja reSenje
homogene diferencne jednacine:

apYuln] + ar—1ynln — 1] + - +agyp[n — k] = 0.

Partikularno reSenje polazne diferencijalne jednacine u nekim slucajevima se jos naziva ustaljeni ili
steady-state odziv.

Operacioni rac¢un

Koriste¢i operacioni ra¢un diferencna jednacina (3.4) moze da se napise kao
P(E)yp[n — k] = z[n].
Partikularno resenje koje odgovara prinudnom odzivu se dobija kao
ypln — k] = ——

gde je P(E) polinom k-tog reda. Kako svaka racionalna funkcija moze da se razvije u Maklorenov
potencijalni red, vazi da je:

1 = . 1 1 \®
P(E)x[n]: (mz::oamE )x[n], am =y <P(E)>

Na osnovu oblika pobudnog signala z[n| se razlikuje nekoliko slucajeva:

E=0

1. Ako je z[n] = C, gde je C € R konstanta, tada je i Ex[n] = z[n + 1] = C, pa je

+0o0 “+o0o C
(Tnz::oamE ) C = (Zaml ) C:m.

m=0
2. Ako je z[n] = Ca"™, gde je C € R konstanta, a a se razlikuje od svih korena karakteristi¢nog
polinoma, vazi da je:
1 Can n 1 C—Ca 1
——Cd"=d"—+C=Ca" ——.
P(E) P(aFE) P(a)
3. Ako je z[n] = Py(n)a", gde je P, polinom m-tog reda i gde se a razlikuje od svih korena

karakteristi¢nog polinoma, moze se napisati:

um(n)a =a PlaE) Pnh(n)=a mﬂn(n)—a (kzzoﬁkAk> Py (n),

gde su S koeficijenti Maklorenovog razvoja.

Posto vazi da je A¥P,,(n) = 0 za k > m, sleduje da je:

1 n__..n S
um(n)a =a (kz::oﬁkAk> Py (n).

Metod neodredenih koeficijenata

U veéini prakti¢nih slu¢ajeva pobudni signali su oblika z[n] = P,,(n)a®*", gde je m red polinoma
Py, (n), a aiQ mogu biti kompleksni. Ukoliko a nije resenje karakteristi¢nog polinoma, ustaljeni odziv
linearnog, vremenski invarijantnog sistema ée biti istog oblika kao i pobuda: y,[n] = Q(n) a**. Koefi-
cijenti polinoma @Q,,(n) se odreduju zamenom resenja yp[n] u pocetnu diferencnu jednac¢inu. Medutim,
takav nacin reSavanja nije nista jednostavniji od primene operacionog racuna.

Ukoliko je a nula k-tog reda karakteristi¢cnog polinoma, pobuda je u ,rezonansi’ sa sistemom, pa se
dobija mnogo veée pojacanje. U tom slucaju je ustaljeni odziv oblika y[n] = n* Q,,(n) a¥". Razlikuje
se nekoliko karakteristi¢nih sluc¢ajeva kada a nije nula karakteristi¢nog polinoma:
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1. Kada je m =01 a =1, tada je pobuda konstantna xz[n] = A, a odziv je y[n| = B = %, gde je
P(FE) karakteristi¢n polinom sistema. Ni u ovom slu¢aju nema potrebe za metodom neodredenih
koeficijenata.

2. Kada je m = 0, a # 1ia € R, pobuda je eksponencijalna z[n] = Aa™?, a odziv je y[n] =
Aa™ ﬁ, gde je P(F) karakteristi¢n polinom sistema. Ni u ovom sluc¢aju nema potrebe za

metodom neodredenih koeficijenata.

3. Kadajem=0,a#1ia€C,a¢R, sto odgovara slu¢aju z[n] = A cos(nf2) + B sin(n2). Tada
je odziv oblika y[n] = C cos(nf)) + D sin(nf?), a konstante C' i D se mogu odrediti metodom
neodredenih koeficijenata zamenom partikularnog resenja u diferencnu jednacinu. Generealno,
operacioni racun moze brze dovesti do resenja.

4. Kada je z[n] = P,,(n) a™?, odziv je oblika y[n] = Qy,(n) a™?. U nekim slucajevima ova metoda
moze dovesti do brzeg resenja od operacionog rac¢una.

Zadatak 2.33.

Odrediti odziv diskretnih sistema opisanih slede¢im diferencnim jednacinama:

a) y[n] —4y[n — 2] =zn], z[n] =1, y[0] = 0 i y[1] = 4;

b) y[n] — 2y[n — 1] + 1.25y[n — 2] — 0.25y[n — 3] = z[n], z[n] = 37", y[1] =0, y[2] = y[0] = 2;
c)” y[n] —y[n — 1] = z[n], z[n] = (2n + 1) u[n], y[0] = 0;

d)* y[n] +2yln — 1] = 15y[n — 2] = z[n], z[n] = n*2" — 3n, y[0] = y[1] = 0;

e)” yln] —3yln — 1]+ 2y[n — 2] = z[n], z[n] = (1 + n2") uln], y[0] =0, y[1] = 1;

f) yln] = 5y[n — 1]+ 6y[n — 2] = z[n], x[n] = 4" u[n], y[0] =0, y[1] = 1.

Resenje:

a) Prvi nacin, heuristicki metod:
Odziv sistema se dobija reSavanjem nehomogene diferencne jednacine

yln] —4yln —2] =1,
koja moze da se napiSe i u obliku
—yn—1]+4y[n—3] =—1.
Sabiranjem prethodnih jednacina se dobija
y[n] —yln —1] —4y[n — 2] + 4y[n - 3] = 0.
Dobijena jednacina je homogena, a njen karakteristi¢ni polinom glasi
PA) =X =X —d4X+4d=A-1)(A=2)(\A+2).

yln] =C1 1"+ Cy2" + C5 (—2)"

Posto ima tri nepoznata koeficijenta, potreban je jo$ jedan pocetni uslov koji se dobija rekurzivnim
ra¢unanjem kao y[2] = 4y[0] + z[2] = 1. Formira se sistem jednacina

C1+ Coe+ C3 =y[0] =0,

Ci+2Cy —2C3 =4,
Ci1+4Cy+4C5 =1,

na osnovu kojih je C = —%, Cy = % iCy= —%. Potpuni odziv je

[n]__;+5-2”_11-(—2)"
ym==3+7y 12
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Drugi nacin, operacioni ra¢un: Homogeno reSenje se dobija resavanjem

yn[n] —4ypn —2] =0

i oblika je yp[n] = C1 2" + Cy (—2)".
Diferencna jednacina moze da se napiSe kao

(E? = 4) y[n — 2] = z[n],

pa je P(E) = E? — 4. Na osnovu oblika pobude z[n] = 1, dobija se

1 1
Pomeraj na konstantu daje istu konstantu, pa je yp[n] = —%.
Opste resenje glasi y[n] = C12" + Co (—2)" — %7 pa se na osnovu pocetnih uslova rac¢una da je
1

GoiiGmn 1 5.2° 11-(-2)"
e e S DR

b) Karakteristi¢ni polinom glasi
PA) =X —2X2 41251 -0.25=(A—1)(A—0.5)%

pa je homogeno resenje
yp[n] = C1 + (C2 +nC3)27".

Partikularno reSenje se dobija iz

1 1
—3]=—5—3"= 37 =3" =239
wln =31 = 5 ES —2E? 1 1.25E — 0.25 P (1) ’
yp[n — 3] = —237".
Kako je
y[n] =(C1+ (Cz + an) 27" —-237",
odreduju se koeficijenti C'y = %2, Cy = —%6 iC3= —%.
c) Heuristicki metod: U ovom slucaju je ocigledno da je DAy[n] = (2n + 1)uln], odnosno da je

EDAy[n] = E((2n+ 1) u[n]) = (2n + 3) u[n + 1]. Prema tome je

n(n—1
y[n] = Z(2m +3)ulm+1] = (C +2 (2) + 3n> uln] = (C +n(n+2))un|.
Posto je y[0] = 0, o¢igledno je da je C' = 0. To znadci da je y[n| = n(n + 2) un].
Potrebno je odrediti i reSenje za n < 0. Posto je z[n| = 0 za n < 0, potrebno je resiti diferencnu
jednacinu y[n| — y[n — 1] = 0. O¢igledno je da je y[n] = A konstantno za n < 0. Posto je ispunjeno da
je y[0] = 0, vazi da je y[—1] = y[0] — z[0] = —1. Znadi da je A = —1. Sada moZe da se napiSe:

yln] =n(n+2)uln] —u[-n—1] = (n+1)%u[n] — 1.

d) Prvi nacin, operacioni racun:
Karakteristi¢na jednacina glasi:

PA) =X 42X —15=(A—3) (A +5),

pa je
ynln] = C1 3™ + Cy (=5)™.

Partikularno reSenje je

Z/p{” —2]=



66 GLAVA 3. OPIS I ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SISTEMA

gde su

PE)=E?>4+2E-15=(A+1)2+2(A+1) - 15=A%2+4A - 12 = R(A),
PR2E)=4F?>+4E—-15=4(A+1)2+4(A+1) - 15=4A%2+12A -7 = Ry (A).

Racionalnu funkciju ﬁ je potrebno razviti u red samo do drugog stepena jer je n? polinom drugog

reda, a funkciju ﬁ samo do prvog stepena jer je 3n prvog reda.

Razvoj ﬁ je:

1 1 1
0! A2+4A—12‘A 0 122
1 8 A+4 _ 1
1 (A24H4A-12)% Ay 367
dok je razvoj ﬁ:
i1 __1
of 4A2+12A—7‘A:O_ 7
1 8A+12 12
T @A2H12A-T)2 |z 497
1 8—2(4A%+12A-7) (8 A+12)2 _ 172
Bl (4A%Z+12A-7)% A—g 343
Tako je
1 _ 1 1
I
T B A TR Sl Ve XA N
Dobija se
1 1 1 12 172 11
-2 =2" 2_ =" A A+ )P - - A4 | 3n.
ypln—2] Ri(A)" TR ( AT R Y R 2 36" "
Posto je A?n? =2, An? =2n + 11 3 An = 3, dobija se
n? 12(2n+1) 172-2 3n 3
—9l=29" [ - _ — o2
vpln = 2] < 7 49 343 ) 12 " 36
+2)2 12(2n+5) 344 n+2 1
yp[n] < 7 49 343 ;T
1 3n+7
= 22 _—_ (49 n? 4 .
Yp[n] 343( 9n* 4 364n + 960) + D

Potrebno je jo§ odrediti konstante C i Cy na osnovu pocetnih uslova. DObija se C = % iCy = %.
Napomena: Razvijanje u Maklorenov red ra¢unanjem izvoda moze da bude komplikovano u sluc¢aju
polinoma viSeg stepena. Zato se moze koristiti razvoj racionalne funkcije u parcijalne razlomke. Na

primer:
1 1 1
P(E)=(E-3)(E+5) = =8 ___8
(E) = J(E+5) P(E)y E-3 E+5
Primenom formalnog razvoja
1 11 1 = =2
k —1\k k_k, —k—1 k=1, k=1, —k
= === ) (D) @y ) =) (DY =Y () ey
rry yaye Loy k=0 k=1
se dobija
1 1/8 1/8 1N btk ab1 L ok k —ky Ak—1
= — = — 27" — (-1 6 A == -2 1)"6 A
R(A) A-2 A+6 8;( (=1) ) 8;( +(=1 )

Nastavkom reSavanja se dobija isti rezultat.
Drugi nac¢in, metod neodredenih koeficijenata:
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Pobuda u ovom slucaju glasi z[n] = n? 2" — 3n, §to je superpozicija dve pobude z[n] = Py(n) 2" +
Pn), gde je P»(n) = n?i P1(n) = —3n. Partikularno resenje je oblika y,[n] = (A1 n®+ Ay n+ A3) 2" +
Bl n —+ Bg.

Zamenom u pocetnu diferencnu jednacinu

yp[nl +2yp[n — 1] = 15yp[n — 2] = z[n]
se dobija
(Ayn® + Agn+ A3)2" + Bin+Ba +2((A1 (n —1)> + Aa(n — 1) + A3) 2" ' + By (n — 1) + Ba)—
—15((A1 (n —2)2 + Ay (n —2) + A3) 2" 2 + By (n — 2) + By) = n?2" — 3n.
Sredivanjem izraza se dobija

_56A1 —26A5 + TA3 — (52A1 — 7A2) n+7A; n?
8

2" —4(3By — TBy) — 12Byn = n?2" — 3n.

Resavanjem dobijenog sistema jednacina

564126424745 _

8
52A1—T7A 8 416 7680
g =0 = Ai=-7 Ad=-T9 A=-95,
_TAT
4(3By —7B)) =0
- 2 = 1) = 1 _ T
—12B; = -3 } = Bi=i B=g

e) Prvo ¢e se resavati slucaj kada je n > 0.

Karakteristiéni polinom je P(A\) = A> —=3A+2 = (A —2) (A — 1), pa je homogeno redenje oblika
yh[n] =C1 2" 4+ (Cs.

Posto se pobuda za n > 0 sastoji od dva signala x[n] = x1[n]+z2[n], gde je z1[n] = 11 x2[n] = n 2",
od ¢ega se oba poklapaju sa korenima karakteristicnog polinoma. Ustaljeni odziv ée za n > 0 biti oblika

yp[n] =n2" (As +nAy) + Bin.
Partikularno reSenje treba da zadovolji diferencnu jednacinu
n2" (Ag+nA) +Bin—3((n—-1)2""1(Ay+(n—1)A;) + By (n — 1))+
+2((n—2)2"2(As 4+ (n—2)A) + By (n—2)) =14+ n2"
Sredivanjem jednacine se dobija
2" V(A + Ay +2nAy) — By =1 +n2",

paje Al :1, A2:—1iB1 =—1.
Potpuni odziv glasi
yn]=C12"+Co+2"n(n—1) —n,

za n > 0, pa se nakon zamene pocetnih uslova dobijaju konstante C; = —Cy = 2.
Kada je n < 0 nema pobude, pa vazi da je y[n] = C32" + Cy. Pocetni uslovi se dobijaju rekurzijom
y[—1] = 11 y[—2] = 2. Na osnovu pocetnih uslova su konstante C3 = —4 i Cy = 3.

Ukupan odziv je
yn]=22"-1)+2"n(n—1) —n)un]+ (3—4-2") (1 —un)).

f) Karakteristi¢ni polinom glasi P(A\) = A2 =5\ +6 = (A — 3) (A — 2), pa je homogeno regenje oblika
yh[n] =C12" 4+ Cy 3.
Partikularno resenje za n > 0 je
1 4n

yp[”—2]:4n%:?7
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ypln] = 8- 47,
Potpuni odziv za n > 0 je

y[n] =C12"+Cy3"+8-4",

i na osnovu pocetnih uslova se ra¢unaju koeficijenti C; = 71 Cy = —15.
Za n < 0 nema pobude, pa je odziv oblika

yln] = C32" + Cy 3",

sa pocetnim uslovima y[—1] = 3 i y[~2] = 5, na osnovu ¢ega se ra¢una C3 =5 i Cy = —6.

Potpuni odziv za Vn € Z je

yln| = (7-2"—15-3"+8-4")uln]+(5-2" —6-3") (1—u[n]) = (2-2"—-9-3"+8-4")un|+5-2" —6-3".

Zadatak 2.34.

Odrediti odziv i ispitati stabilnost diskretnih sistema opisanih slede¢im diferencim jednacinama:
a) yln + 1] = 2 yln] = cos (%), y[-1] = —1;
b) yln +1] = Fy[n] — gyln — 1] = 37 sin (), y[0] = 0, y[3] = V3.
Resenje:
n
a) Na osnovu diferencne jednacine dobija se da je homogeno resenje y,[n] = C1 (%) . Ustaljeni odziv

je oblika yp[n] = A cos (%F) + B sin (%F). Na osnovu toga je

o (505 a0 (O55) L () o () o ()

pa se dobija A =01 B = /2.

Potpuni odziv glasi

2

. (nT vz\"
y[n] = V2 sin (Z> +Cq <> ,
pa je na osnovu y[—1] = —v2sin (F) + C1vV2=—-11 C; = 0.

y[n] = V2 sin (%)

Sistem je stabilan zato $to je koren karakteristi¢nog polinoma po modulu manji od 1.
b) Prvi nacin:
Jednacina moZe da se napiSe u obliku

<E2 - %E - ;) yin —1] = P(E) yln — 1] = 2[n].

Pobuda z[n| je zbir dva eksponencijalna signala

y[n}:?’—”—ej%_e_j% _ (e n_i o ":L_(z*)n
2] 2j \ 3 2j \ 3 2j
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-y (5o p§z>}> o )

Kako je 2" =37" (cos (%) + j sin (%)), a o +j 314[, dobija se da je

Ypln —1] =37" (3\[ cos (n?:r) - i—z sin (?)) ,

yp[n] = (2\/§ cos ( ) + 3 sin (n;)) .

Na osnovu karakteristi¢nog polinoma PN =(\-1) ()\ + %), pa je homogeno reSenje yj[n| =
C1 4 C5 37 ™. Potpuni odziv je jednak

3

y[n] =C1 4+ C2 3~ "—— (2\/§COS( 3>+3sm(n37r>>.

Nepoznate konstante se ra¢unaju na osnovu pocetnih uslova C = M iCy=— 2‘8/5.

Posto nisu svi koreni karakteristi¢nog polinoma po modulu manp od 1, potrebno je da se primeni
test apsolutne sumabilnosti na potpuni odziv. Madutim, u praksi nije mogucée da se postigne tacna
vrednost nekog parametra, tako da su u praksi reSenja karakteristicnog polinoma: A\; = f% + A i
Ao = 1=+ A, gde je Ac > 0 mera neodredenosti korenova polinoma i zavisi od tolerancije parametara
sistema. Zbog toga je prakti¢ni uslov stabilnosti mnogo stroziji od teoretskog: |A| < 1 — a A, gde je
a > 1 margina sigurnosti koja obezbeduje da i u najnepovoljnijem slucaju resenja karakteristi¢nog
polinoma budu unutar jedini¢énog kruga kompleksne ravni.

Drugi nacin, metoda neodredenih koeficijenata:

Posto je pobuda oblika zbira eksponencijalnih signala koji se ne poklapaju sa korenima karakteri-
sti¢nog polinoma, odziv ¢e imati oblik:

Yp[n] =37" (A cos (n3 ) + B sin (n37r)) .

Formiranjem odgovarajuce diferencne jednacine se odreduje A = —% iB= —%.
Zadatak 2.35.
Sistem je opisan diferencnom jednac¢inom y[n| — %y[n — 1] = z[n]. Ako je pocetni uslov y[0] = 1,

odrediti:

a) Potpuni odziv sistema na pobudu z[n] = 5".

b) Potpuni odziv sistema na pobudu z[n] = 57".

c) Ukoliko je moguce, primenom konvolucije naéi odzive iz tacke a).
d) Ukoliko je mogucée, primenom konvolucije naéi odzive iz tacke b).

Resenje:

a) Resenje homogenog dela jednacine glasi yj[n] = C' 27", dok je ustaljeni odziv

1 2
=5 = 25
ypln = 1] P(B) 977

10
yp[n] = 9 57.

%0 5", a na osnovu pocetnih uslova se racuna C' = —

Ol

Potpuni odziv je jednak y[n] = C'27" +

1 10
— __9™n g
y[n] 52 T



70 GLAVA 3. OPIS I ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SISTEMA

b) Ustaljeni odziv je jednak

1 10
_1]=5" —__§m
ypln —1] P(5-1) 37
2
— Ly
yp[n] 3

Potpuni odziv je jednak y[n] = C' 27" — %5_”, a na osnovu pocetnih uslova se ra¢una C = %

c) Posto je ispunjeno y[0] — @ = z[0], vidi se da y[0] zavisi i od pobude i od y[—1]. A posto pobuda

nije kauzalna, nije moguée rekurzijom doéi do pocetnog uslova koji je vazio pre pobude. Kako pocetni
uslov koji je zadat predstavlja posledicu i pobude i sopstvenog odziva, samo na osnovu njega nije
moguce odrediti sopstveni odziv sistema.

Posto je ispunjeno da je y[n| = ys[n| + ypr[n] 1 da vazi da su

ypeln] = 221 g
ys[n] - %[712—1] =0,

moguce je na osnovu poznavanja yp,[n] rekonstruisati y,[n).
Impulsni odziv se lako nalazi i on je jednak h[n] = 27" u[n|. Prinudni odziv je jednak

10
Ypr[n] = hin] * z[n] = 9 5"
Potpuni odziv je jednak
10
vl = ] + 2 5"
Tako ys[n| nije moguce rekonstruisati nezavisno od y,,[n], za njega se zna da je oblika ys[n] = C 27",

pa je na osnovu y[0] = 1 konstanta C' = —.
d) Impulsni odziv je kao u tacki c), ali prinudni odziv divergira:

—+00
Yprln] =577 ) 2.5™ — o0,

m=0
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3.1.4 Konvolucija kontinualnog sistema

Zadatak 2.36.*

Dokazati teoreme o izvodu Dirakove delta funkcije:
a) I teorema: t§'(t) = —0(t),

(-1 #'n). ;;L__Z o(t), 0<n<m,

b) II teorema: t" 4o 5(t) =

der 0, 0<m <n,
+o0o
c) III teorema: y(t) = / x(1) 8 (7t —t)dr = —2'(t),
o )
d) IV teorema: y(t) = / w(r) 60 (r — 1) dr = (~1)" < _a(t)

Resenje:

a) Na osnovu jednakosti x(t) d(t) = (0) 6(t), vazi da je t5(t) = 0. Ako se ta jednacina diferencira po
t, dobija se da je t'(t) + d(t) = 0, odnosno t &' (t) = —d(t), §to je i trebalo dokazati.
b) Slucajevi kada je n > m = 01im > n = 0 su o¢igledni i nece biti razmatrani.

Matematickom indukcijom je za n > m:

e Neka je n > m = 1. Ako se diferencira izraz t" §(t), dobija se:

% (17 5(1)) = n i1 6(1) " &' (1),
0 0

pa je t" &' (t) =0 i vazi Vn > 0.
e [sta zakonitost se dobija kada se diferencira proizvoljan broj puta:

n (;lt—mé(t) =0, Vn>m.

Ovo ¢emo pretpostaviti da je tacno.

m
e Ako se diferencira izraz t" dt—mé(t) i ako je n>m+ 1, vazi

d n dm n—14n am n dm+1
0,n>m+1

odnosno " %5(1&) = 0, ¢ime je i dokazano tvrdenje za n > m > 1.
Za slucaj kada je m > n > 1 matematickom indukcijom:

e Primenom Lajbnicove formule dobija se:

dm m dm—Fk dk
k=0
Kako je z—it # 0 samo za slucaj kada je k = 0 i k = 1 prethodna jednacina se svodi na
dm dm dmfl
— (to(t)) =t —=46(¢ ——0(t
0
odakle sleduje da je
dm dm—l
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e Zaslucaj m > n > 1 se usvaja da vazi:

L dm m!  dmn

gm0t = (1) (m —n)! dtm—"n

e 5(t).

e Ako se leva i desna strana prethodne jedna¢ine pomnozi sa t, dobija se

dam m! dm-n
n+1 = (—1)"
o ol = (1) T ),

$to je na osnovu prve stavke u ovoj matematickoj indukciji jednako:

m m) m—n—1
0 = (1 T (<m ) 00,

dtm (m —n)! dgm—n-1
odnosno (n )
am m)! dm—\n
tn+175t — _1n+1 5(t
dtm 1) =(=1) (m — (n+1))! dtm—(n+1) ®),
$to je i trebalo pokazati.
+o0
c) Posto je z(t) = [ x(7) (7 —t) dr, diferenciranjem leve i desne strane se dobija:
d +00 400 d +00
v =4 [ a0sc-ndr= [ a0 Go-ndr= [ o) (-5 -0)ar
+oo
odnosno / x(7) 0 (1 —t)dr = —2/(t), $to je i trebalo dokazati.
oo .
d) Ako se jednacina x(t) = [ z(7)d(7 — t) dr diferencira n puta, sleduje tvrdenje.

Zadatak 2.37.*

b
Dokazati da vazi: x(t) = /75(7 —t)dr =t(u(t —a) —u(t —b)).

Resenje:

Posto je z(7) §(r —t) = x(t) (7 — t), integral postaje
b b
o(t) = /té(T—t)dT:t /5(T—t)dT:t(u(b—t) —u(a—1).

Kako je u(tp —t) = 1 — u(t — tg), zamenom u prethodnu jedna¢inu se dobija

z(t) =t (u(t —a) —u(t —b)).

Zadatak 2.38.*

Dokazati da je: x(t) 6(t — to) = ZOE) 514 _ 1),
Resenje:

Posto je x(t) 6(t — to) = x(tg) d(t — to), a istovremeno je x(t) 0(t — tg) = z(t) §(t — tp), sabiranjem ovih
dveju jednacina i deobom sa 2 sleduje tvrdenje.
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Zadatak 2.39.*

Dokazati jednakosti:

a) §(t) = —2 (1 —e’%> 5(1),

b) 6(t) = 5;(5) (ctg(wot) ~ S

).

Resenje:
a) Ako se e 2 razvije u red, dobija se
¢ t ot t3 t2 t3
—2(1— “)5%:—2 1—1+=— )i =t
¢2) o) ( IRV ST > ®) o T i

73

+- ) 5 (t).

Na osnovu II teoreme o izvodu Dirakove delta funkcije je t*§’(t) = 0 za k > 1. Jednakost se svodi na

3(t) = —to'(t).

b) Mnozenjem polazne jednacine sa wy sin(wpt) dobija se

wo sin(wot) §(t) = §'(t) (cos(wot) — 1),

odnosno 0 = §'(t) (cos(wot) — 1).
+o0

Na osnovu III teoreme o izvodu Dirakove delta funkcije vazi da je / x(7) 8 (7)dr

—0o0

se jednac¢ina 0 = ¢'(t) (cos(wot) — 1) integrali, dobija se da je:

/ §' (1) (cos(wor) — 1) T = wp sin(wp - 0) = 0.

3.1.5 Prinudni i sopstveni odziv kontinualnog sistema
Impulsni odziv

Primenom osobina linearnih vremenski invarijantnih sistema

Neka je sistem opisan diferencijalnom jednacinom sa konstantnim koeficijentima:

Z bk dtk

n

D a

ky
— ot

Ako je hi(t) reSenje diferencijalne jednacine

Za’“ aE () =0(t),

tada je impulsni odziv sistema jednak
h(t) = b —h1(t
)= b g

Primenom metoda neodredenih koeficijenata

Neka je sistem opisan diferencijalnom jednac¢inom sa konstantnim koeficijentima:

Z a’“ dt’f y Z o k"’

—2'(0). Ako
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Impulsni odziv se dobija reSavanjem diferencijalne jednacine
n m
d” dk
k=0 k=0

Ukoliko je n > m, impulsni odzis se sastoji samo od regularnog odziva

koji je istog oblika kao i reSenje homogene diferencijalne jednacine

Zakz ﬁhr(t) =0,
k=0

s tim $to se neodredeni koeficijenti dobijaju zamenom u polaznu diferencijalnu jednacinu.
Ukoliko je n < m, impulsni odziv se sastoji regularnog i singularnog odziva:

h(t) - hr(t) + hs(t)7

pri ¢emu je singularni odziv oblika

m—n

dk
he(t) =Y Ch o),
k=0

a neodredeni koeficijenti se dobijaju zamenom reSenja u polaznu diferencijalnu jednadcinu.
Sistem je stabilan ako i samo ako su svi koreni karakteristi¢nog polinoma rasporedeni
u levoj kompleksnoj poluravni.

Zadatak 2.40.
Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom:

Y (t) +ay(t) =2'(t).

Resenje:

Prvi nacin, primenom osobina linearnih vremenski invarijantnih sistema:
U ovom zadatku hi(t) je reSenje diferencijalne jednacine:

hi(t) +aha(t) = 6(t)

i ono glasi
hi(t) = Ce “u(t).
Posto je
0 t <0,
ut)=< 1 t=0,
1 t>0,
vazi da je
0 t=07,
mit)=< §  t=0,
C t=0".
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Integracijom leve i desne strane polazne diferencijalne jednacine za odredivanje impulsnog odziva
u granicama 0~ do 07 se dobija

ot ot
[ +am@)a= [awa
0~ 0~
ot ot ot
Ri(t)dt+a [ hi(t)dt = [ 5(t)dt.
Jriense Jroe]
ot ot

Integral [ 6(t)dt =1, a integral [ hi(t)dt je jednak nuli zato Sto je podintegralna funkcija konacna,
0- 0-

a kako integral predstavlja povrsinu ispod podintegralne funkcije u segmentu (0~,0%), ta povrsina je

o+
jednaka nuli. Integral [ h}(t)dt # 0 jer podintegralna funkcija sadrzi Dirakov impuls i iznosi:
o=
ot
/h’l(t) dt = h1(07) — hy(07) = C.
0
- “

Prema tome je C' = 1, a kako je h(t) = h/(t), dobija se da je:
h(t) = —ae " u(t) + 6(t).

Drugi naéin, primenom metoda neodredenih koeficijenata
Opste reSenje se sastoji od dva partikularna reSenja, regularnog i singularnog

h(t) = Ae u(t)+ Bt
—_——— ——
regularno  singularno
Zamenom opsteg reSenja u polaznu diferencijalnu jednacinu dobija se
Ae ™ §(t) —aAe " u(t) + ade " u(t) + B (t) +aBd(t) = 8'(t),
i B = 1. Na osnovu osobina odabiranja delta funkcijom x(t) 6(t) = x(0) 6(¢) je
Ae ™ §(t) +aBé(t) = (A+aB)d(t) =0,

paje A= —aB = —a.
h(t) = —ae " u(t) + 6(t)

Zadatak 2.41.

Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom:

y'(t) = 3y'(t) — 4y(t) = x(t) +2'(t).

Resenje:

Prvi nacin, primenom osobina linearnih vremenski invarijantnih sistema:
Impulsni odziv je jednak h(t) = hi(t) + b (t), pri ¢emu je hi(t) resenje diferencijalne jednacine:

hi(t) — 3Ry (t) — 4 ha(t) = 6(t).
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Karakteristi¢ni polinom glasi P(\) = A2 — 3\ —4 = (A + 1) (A — 4), pa je impulsni odziv oblika
hi(t) = (Ae™t 4+ Be')u(t).
Izvod impulsnog odziva je jednak
Ri(t) = (—Ae P +4Be*)u(t) + (Ae t + Be) 4(t).

Integracijom leve i desne strane polazne diferencijalne jednac¢ine u granicama od 0~ do 0" dobija

se:
ot ot ot ot
/h’l’(t)—i%/h’l(t)dt—él/hl(t)dt:/é(t)dt.
0- 0- 0- 0-
\HO/—/ \HI/—/
Kako je izvod kauzalne funkcije uvek kauzalna funkcija sa Dirakovim impulsnom u nuli i posto je
o+
§(t) = 0 za t # 0, vrednost integrala [ hY(t) dt = h}(07), tako da vazi:
o-

R (07) —3h (0F) = 1.

Ako se jednacina integrali dav puta, prvo u granicama od —« do t, gde je a > 0, a zatim u granicama
od 0~ do 0T, dobija se:

0+ t 0t t O+ t 0+ t
/h’l’(r)drdt—S //h’l(T)det—él /hl(f)det://(s(T)det,
0- —a 0- —«a 0- —a 0- —a
0+ 0+ 0+ 0+
[ = ti-ande—3 [ @)~ m-a)di-1 [ - H-ayde= [1-d
0— 0— 0— ) 0—
‘Or 0 0
ot o+
/(hll (t) — by (—a))dt = hy(0T) — hi(07) —hi(—a) /dt =0,
——
0— 0 0~
——
0
odnosno hy(07) = 0.
hi(0")=A+B=0 B 1
M) =-Arap=1] — B=74=3

h(t) = By () + ha(t) = e* u(t) + é (e —e™)d(t) = e* u(t)

Drugi nac¢in, primenom metoda neodredenih koeficijenata
Posto je red izvod odziva y(t) visi od reda izvoda pobude z(t), u odzivu neée postojati DIrakove
delta funkcije, tako da je impulsni odzvi oblika

h(t) = (Ae !+ Bett)u(t).

Prvi izvod je jednak
W(t)=(—Ae ' +4Be')u(t) + (A+ B)é(t),

a drugi izvod je

R'(t) = (Ae " +16Be*)u(t) + (—A+4B) d(t) + (A + B) d'(¢).
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Posto je h"(t) — 3K/ (t) — 4 h(t) = 6(t) + §'(t), vazi da je

—4A+B =1

A+B—1 } = A=0, B=1.

h(t) = e u(t)

7

Zadatak 2.42.
Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom:
a) y'(t) +3y'(t) + 2y(t) = z(t),
b) v (t) + 3y (t) +2y(t) = 3z(t) — 22" ().
Resenje:
a) Impulsni odziv se dobija resavanjem diferencijalne jednacine

R (t) + 3K (t) + 2 h(t) = 4(¢).
Na osnovu karakteristiénog polinoma se dobija da je opste reSenje

h(t) = (Ae ™ + Be M u(t).
Racunaju se h'(07) =11 h(0%) =0, pa je

h(t) = (—e 2 + e Hu(t).

b) Impulsni odziv je hy(t) = 3h(t) — 2h"(t), a h(t) je impulsni odziv iz tacke a).

Zadatak 2.43.

Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jednaé¢inom:
a) y'(t) + 3 y'(t) +y(t) = 2'(t),

b) y"(t) +y"(t) + 5/ (t) + 57 y(t) = x(t),

c) y'(t) +4y(t) = 2'(t) — (1),

d) y"(t) +y'(t) + y(t) = 2'(1).

Resenje:
a) h(t) = (9e—3t - %e’é) u(t)
b) h(t) = e 3 u(t)

Zadatak 2.44.

Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jedna¢inom y'(t) + ay(t) = z(t) ako je:

a) z(t) = 6"(1),
b) z(t) = &"(t) — 4(t),
c) z(t) = &'(t — T).
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Resenje:

Impulsni odziv sistema je hy(t) = e~ % (

a) h(t) = hi(t) = a®e~"u(t) - ( ) o'(t)

b) h(t) = h{(t) — hi(t) = (a® - 1) *u(t) —ad(t) +d'(t)
c) h(t) =h(t—T) = —ae Dt —T) + ( T)

Zadatak 2.45.

Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom y”(t) — 4ay(t) = x(t) za a > 0
ako je:

a) a(t) = 5'(1),
b) x(t) = 0" (1),

c) z(t) = 0" (t) + 8'(t) + 4(t).
Resenje:

4/a
a) h(t) = hi(t) =1 ( —2Vat +e2\”> u(t)
b) h(t) = K1) = Va (—e 2Vt + &2V ) u(t) + (1)
<1+2f+4a s, ~1+2Va—da Mt) o0
1/a 4/a

Impulsni odziv sistema je hy(t) = = (—e 2Val 4 ez\ft) u(t).

c) h(t) = hY(t) + Ay (t) + ha(t) = 6(t) +

Zadatak 2.46.

Odrediti impulsni odziv sistema opisanog diferencijalnom jednacinom y"(t) — 3ay”(t) + 3ay'(t) —
a®y(t) = z(t) ako je:

a) x(t) = 6(t),

b) x(t) = 0'(t),

c) z(t) = 6"(t) + &'(t) + 6(t)
d) z(t) = 6" (¢).

Resenje:

Impulsni odziv sistema je hi(t) = $t2eu(t).
a)h():hl():lt2 u(t)

b) h(t) = Iy (t) = 25 e (1)

c) h(t) = 2+4( 4a+2)t+2( a’+a+1)t? oat u(t)

d) h(t) 6a+6a? t+a3 t2 eat u(t)

Zadatak 2.47.

Odrediti impulsni odziv sledeéih sistema:

a) y'(t) + 5y(t) = =(t),

b) 2y/(t) + 3y(t) = 2'(t),

c) y'(t) +6y'(t) +4y(t) = x(t),
d) 4y'(t) +9y(t) = 22(t) + 2'(?).

Resenje:

a) h(t) = e u(t)
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b) h(t) = § (~Je T u(t) + (1))

c) h(t) = ﬁ

<e—(372\/5)t _ ef(3+2\/5)t) u(t)

d) h(t) = —Le 5 u(t) +6(t)
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Prinudni i sopstveni odziv

Zadatak 2.48.

Kontinualni sistem sa jednim ulazom i jednim izlazom opisan je diferencijalnom jednacinom:

8y"(t) —2y/(t) —y(t) = 4a(t) — 22"(t).

a) Koristeci diferencijatore, sumatore i pojacavace nacrtati blok Semu sistema.
b) Odrediti impulsni odziv sistema.

c) Ispitati stabilnost sistema.

d) Odrediti prinudni odziv sistema ako je z(t) = u(t).

Resenje:
a) Diferencijalna jednacina sistema moze da se napise u obliku:
y(t) = —2y'(t) + 8y"(t) — 4x(t) + 22" (1).

Na osnovu nje je formiran blok dijagram sa slike 2.48.1.

#(t) |y y(t)

T ,
A A 2 L &
+ l
8 | &
Slika 2.48.1.

b) Impulsni odziv se odreduje pomocu diferencijalne jednacine 8 b (¢) — 2 h(t) — h1(t) = 6(t). Ako se
integrali leva i desna strana u granicama 0~ do 0" dobija se 8/} (07) —2hy(0%) = 1, a ako se integrali
dva puta 8 h1(0%) = 0. To znaci da je b (0") = L

pr— 8 .
Koreni karakteristi¢nog polinoma su A\; = % i

X = —%, pa opste reSenje glasi

N

ha(t) = ( e i +Be%) u(t),

pa je prvi izvod
hi(t) = (A+ B)4(t) + (—

Na osnovu pocetnih uslova je

h(t) = 4hi(t) — 2h1(t) =

\
=
|
IR
+
|~
o

et e2> u(t) — ié(t)

c) Sistem je nestabilan zato to je jedan koren karakteristi¢nog polinoma veci od 0.
d) Odziv na pobudu se odreduje konvolucijom pobude sa impulsnim odzivom sistema.

y(t) = +/Ooh(T) u(t —7)dr =u(t) /t <—f’é e i 4 % e5> dr — i /005(7) u(t — ) dr =
£ ) J
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Zadatak 2.49.

Kontinualni sistem sa jednim ulazom i jednim izlazom opisan je diferencijalnom jednacinom:
4y" (1) + 4y (1) +y(t) = 2"(t) — 22(t).

a) Koristeci diferencijatore, sumatore i pojacavace nacrtati blok Semu sistema.

b) Odrediti impulsni odziv sistema.

c) Ako je x(t) = 0, nadi sopstveni odziv sistema sa pocetnim uslovima y(07) = —114/(07) = 1.
d) Ispitati stabilnost sistema.

Resenje:

a) Diferencijalna jednacina sistema moze da se napise u obliku:

y(t) = —4y/'(t) —4y"(t) — 22(t) + 2"(1).

Na osnovu nje je formiran blok dijagram sa slike 2.49.1.

x(t) — y(t)
| %@;4_ (
+1 —
S
‘4‘

S o] 8l |

s [ & | 3

Slika 2.49.1.

b) Impulsni odziv se odreduje pomocu diferencijalne jednacine 4 b (¢) + 4 b (t) + h1(t) = 6(t). Ako se
integrali leva i desna strana u granicama 0~ do 0% dobija se 4 | (0") +4h1(0") = 1, a ako se integrali

dva puta 4 h1(07) = 0. To znaéi da je k) (07) = 1.

Koreni karakteristi¢nog polinoma su Aj 2 = —%, pa opste resenje glasi
ha(t) = (cl e 4t CreE) u),

odakle se vidi da je hy(0") = C; = 0, pa je prvi izvod

t

Wi (t) = Cy (te5 5(t) + <e5 - 2e5> u(t)> .

Na osnovu hf (07) = 1 = s je

ma(t) = 7 e u(o),
b = (0 —2m(0) = 20 00 L (et _iziet) .
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c) Sopstveni odziv se odreduje reSavanjem homogene diferencijalne jednacine
Ayd(t) +4yg(t) +ys(t) =0,

Cije je opste resenje ys(t) = (C3 +t Cy) e~2. Kako je ys(0T) = —1 = (3, racuna se

1+ Cyt
Yilt) = Ches -~ e,
1y,(07) = Cy + % =1, odnosno Cy = %
t—2
ys(t) = B e_%

d) Oba resenja karakteristi¢nog polinoma se nalaze u levoj kompleksnoj poluravni, pa je sistem stabilan.

Zadatak 2.50.

Sistem je opisan diferencijalnom jedna¢inom: 24" (t) + 53/ (t) + 4 y(t) = x(t).

a) Nacrtati blok dijagram sistema koriste¢i samo diferencijatore, pojacavace i sumatore.

b) Nacrtati blok dijagram sistema koristec¢i samo integratore, pojac¢avace i sumatore.

c) Objasniti razliku sa stanovista upotrebe moguéih realizacija sistema na osnovu blok dijagrama iz
prethodnih tacaka.

Resenje:

a) Diferencijalna jedna¢ina sistema moze da se napise u obliku:

1 5) 1

y(t) = =5 9/'(0) = (1) + { 2(0).

Na osnovu nje je formiran blok dijagram sa slike 2.50.1.

(t) ) y(t)
AN !
51, d
4 dt
1 d
2 dt
Slika 2.50.1.

b) Napise se diferencijalna jedna¢ina u slede¢em obliku

V(1) = 2o/ (1)~ 29(t) + 5 a(t).
Kako je y' = [¢"(t) iy = [ [y", dolazi se do blok dijagrama sa slike 2.50.2
c) Matematicki gledano realizacije u tackama a) i b) su ekvivalentne. Medutim, u praksi se pokazalo
da je realizacija sa integratorima bolja i u slu¢aju hardverske realizacije sistema i u sluc¢aju softverske
(simulacije) realizacije sistema.

U slucaju hardverske realizacije diferencijatori su osetljivi na visokofrekventni Sum, dok su integra-
tori osetljivi na niskofrekventni Sum, posebno na ofset. Medutim, niskofrekventni Sum se lakSe moze
dovesti na prihvatljiv nivo.

U slu¢aju simulacije numericko diferenciranje unosi znatno vece greske nego numericka integracija.
Zbog toga je za istu tacnost prilikom diferenciranja potrebno znatno vise procesorskog vremena nego
prilikom integracije.
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NO|—=

oot
[

2 |«

Slika 2.50.2.

Metodi za odredivanje odziva na pobudu

Postoji vise metoda u vremenskom domenu kojima se reSavaju linearne nehomogene diferncijalne
jednacine sa konstantnim koeficijentima:

e heuristicki metod* (metod tipa ,seti se”),
e hevisajdov operacioni rac¢un,

e metod neodredenih koeficijenata®,

e metod varijacije konstanti*,

e metod konvolucije.

Neka je nehomogena diferencijalna jednac¢ina oblika
Z ak %y(t) = x(t).
k=0

njeno reSenje se moze odrediti kao zbir (superpozicija) dva resenja: sopstvenog odziva i partikularnog
reSenja.
y(t) = yn(t) + yp(t)

Homogeno reSenje y,(t) se u literatiri sre¢e pod nazivima prelazni ili tranzijentni i predstavlja reSenje
homogene diferencijalne jednacine:

k=0

Prinudni odziv se joS naziva ustaljeni ili steady-state odziv i predstavlja partikularno reSenje polazne
diferencne jednacine.

Operacioni racun

Koristeéi operacioni ra¢un diferencijalna jedna¢ina moze da se napise kao

P(D)yp(t) = 2(t).

Partikularno resenje koje odgovara prinudnom odzivu se dobija kao

gde je P(D) polinom k-tog reda, a D = %.
Na osnovu oblika pobudnog signala z(t) se razlikuje nekoliko slucajeva:
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1. Ako je z(t) = e, gde je a € R konstanta i vazi da je P(a) # 0:

2. Ako je x(t) = e, gde je a € R konstanta i vazi da je P(a) = 0, odnosno a je nula k-tog reda
polinoma P(D):
eat — tk eat

P(D) P®)(a)’

3. Ako je z(t) = sin(wt 4+ ¢), moZe se napisati:
R(D) 1 . )
———< sin(wt + .
QD2 Qwp) )
Polinom Q(D?) = P(D) R(D) i formira se tako sto se R(D) izabere tako da u polinomu Q(D?)

nema neparnih stepena D. Najzgodnije je izabratti R(D) tako da sa P(D) formira razliku kva-
drata za svaki koren polinoma P(D).

sin(wt + ) = sin(wt 4+ ¢) = R(D) (

P(D)

4. Ako je z(t) = cos(wt + ¢), moze se napisati:

R(D)
Q(D?)

1
FD) cos(wt + ) = cos(wt + ¢) = R(D) <Q(—w2) cos(wt + 90)> )

Zadatak 2.51.

Kontinualni sistem je opisan diferencijalnom jednac¢inom
y'(t) +3y'(t) +2y(t) = x(t) — 2/ (1),

i dato je y/(07) =y(07) = i. Odrediti potpuni odziv sistema ako je:
a) z(t) = (sin(4t) — 1) u(t),
b) x(t) = (cos(4t) — 1) u(t).

Resenje:

a) Pocetne uslove u trenutku ¢ = 07 odredujemo na osnovu diferencijalne jednacine:
y'(t) + 3y (t) + 2y(t) = (sin(4t) — 1 — 4 cos(4t)) u(t) + 4(t),

i dobijaju se dve jednacine:

y(07) =9/ (07) +3(y(0%) —y(07)) =1,
y(07) —y(07) =0,
na osnovu kojih se ra¢una y(0%) = y(07) = 1 i y/(0F) = 2.
Homogeno reenje diferencijalne jednacine je yy, (t) = C1 e~ +Cy e~ 2. Partikularno reSenje se rac¢una
primenom operacionog ra¢una. Polinom P(D) = D?+3D+2 = (D+2) (D+1), R(D) = (D-2) (D—1),
a Q(D?) = P(D)R(D) = (D?* — 4) (D? - 1):

1 (1 —=D)xz(t) sin(4t) —1 —4 cos(4t)
_ 1 sin(4t) — 4 cos(4t) _ 1 sin(4t) — 4 cos(4t) _
=P TP T o 0 R A TeE)
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1 sin(4t) — 4 cos(4t) 1 —31 sin(4t) + 22 cos(4t)
= -4+ (D*-3D+2 - -
2 + 3D+2) 340 2 * 170

Ukupno reSenje je:

1 —31 sin(4t) + 22 cos(4t _ _
y(t) = —5 + ( im ( )+Cle brcye™, >0,

pa je y(01) = —% + % +C1+Cyiy/(07) = (‘4'31 COS(4§)464’22 Sm(4t)>‘ o C1 — 2C5. Racuna se
> t:

C’1+C’2:%1C1+202:—%,paje CQZ—%?’iclz%.

1 n —31 sin(4¢) + 22 cos(4t) | 219 ot 13 o2

170 68 5 ’

y(t) = t>0

b) Pocetne uslove u trenutku ¢t = 0 odredujemo na osnovu diferencijalne jednacine:
Y (t) + 3y (t) + 2y(t) = (cos(4t) — 1 — 4 sin(4t)) u(t),
i dobijaju se dve jednacine:
y'(07) =9/ (07) +3(y(0%) —y(07)) =0,
y(07) —y(07) =0,

na osnovu kojih se ra¢una y(07) = y(07) = ¢/(07) =4/ (07) = i.

Homogeno resenje je isto kao u tacki a), a partikularno resenje je kao u tacki a) samo pomereno za

s
5.
1 —31 cos(4t) — 22 sin(4t)
wl) = =5+ 170
Racunaju se koeficijenti C = % iCy = —%, pa je unkupni odziv:

1 —31cos(4t) —22sin(4t) 179 _, 17 _o,
)= —= St L
y(t) =—5 + 170 68 T10°

t>0.
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Glava 4

Furijeova analiza kontinualnih 1 diskretnih
signala 1 sistema

4.1 Furijeovi redovi kontinualnih signala

Ako funkcija z(t) ispunjava Dirihleove uslove na intervalu [r, Tr + 7], tada se ona na tom intervalu
moZe razviti u red oblika

= Z X[k]ehert = +Z | cos(kwpt) + Blk] sin(kwpt)), wp = l,
Tr
k=—o0 k=1
gde su
1 T+1F 1 T+1'F
- —jkwrt -
X =7 [ alertar, o) = / sy,
9 +TF 5 T+TR
Alk] = — / x(t) cos(kwpt)dt, Blk] = — / x(t) sin(kwpt)dt.
TF TF

Funkcija zp(t)ekvivalentna periodickom produZzenju intervala |7, Tr + 7| funkcije z(t). Formalno se pise
2(t) <2 XK.
Alternativni oblik razvoja:

2
rp(t) = +ZC | cos(kwrt + ¢r), wp = TW
F
k=1
Pri tome je C[k] = \/A2[k] + B2[k] = 2|X[k]|, a or = —arctan (%) — arg (X[K]), X[k] =

AMZIBE g 20, X[0] = A[0].
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4.1.1

Osobine koeficijenata Furijeovih redova

Tabela 4.1: z(t) <=2 X[k]

Original z(t) = z(t + nTp) Slika X [k]
ax(t) + by(t) aX|[k] + bY [k]
z(t — to) X [k] e dkeoto
x(—t) X[—F]
z*(t) X[ —A]
z(at), a>0 X [k] ako je Tp = L0
X[5l, sez
Tr =1Tj
0 kez
X[E], ez
0, tg¢z
to+To
x(t) xy(t) = z(r)y(t —71)dr To X [k] Y[k]
z(t) y(t) X[K] + Y]
t;tm(t) Jkwo X [k]
1
_ ZO £(r) dr e XIH
z(t) eR Alk] = X[k] + X*[k] = 2R{X[k]}, k#0
Blk] = j (X[k] + X*[k]) = =2 { X[k]}

X[=k] = X[k, o=~
RAX[K]} = R{X[-K]}
S{X[K]} = S{X[-k]}

[ X[K]] = [X[=K]|

arg(X[k]) = —arg(X[-k])
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4.1.2 Osnovni razvoji u Furijeov red

Original z(t) Slika X k] Uslov
elwot Sk — m)] Tr =mT)
sin(wot) 1(8[k +m] — 6k —m]) Tr =mTy
cos(wot) 5 (0[k +m] + 6[k — m)) Tr =mTy
1 S[k]
+o00
comb(t) = Z St —k) Tr=mTy=k
k=—0o0
Az(t)
2 1 |o 1 2 3
Osnovna perioda rect (i) Tr =1Tj
Az
. 1
_____ Rl o EERE
w |
- |- fe- .
: t
- -——--- > ]
T() |
Osnovna perioda tri (%) T% sinc? (]“T—w> Tr =Ty
x(t)
| ! 1
______ T S W
| |
| I 2w I
-t qu__ I
I I ¢
| \ |
P
TQ ]
Osnovna perioda sinc (%) T% rect (%") Tr =Ty
e—jkwwo )
Osnovna perioda £ (u(t) — u(t — w)) (1 — edwwo 4 jkwwg) Tr =T

2 2
wk? Ty wg
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4.1.3 Zadaci
Zadatak 3.1.*

a) Dokazati da se u slucaju razvoja parne funkcije periode T' u Furijeov red, pri ¢emu je Tp = T,
koeficijenti mogu izra¢unati na sledeé¢i nacin:

T/2
X[k]:%?R / F(t)e Rty
0

b) Dokazati da se u slu¢aju razvoja neparne funkcije perioda T u Furijeov red, koeficijenti mogu

izra¢unati na sledeéi nacin
T/2

X[ = 2o / F(t)eTketat
0

Resenje:

a) Posto je Tr = T, gde je TF perioda na kojoj se razvija pocetna funkcija, vazi da je X[k] =

T+TR . T/2 .
ﬁ [ f)erdhrtqt = 2 [ f(t)e~7*dt. Dalje vazi da je:
0 ~T/2
T/2 0 T/2 0
X[k = % / F(t)e*tds + / Ft)e Rty | = % / F(t)e Rty — / F(—t)e (D g(—p)
0 ~T/2 0 ~T/2
T/2 0 T/2 T/2
- / F(t)eRtds - / Fe ) | = o / F(t)e iRt + / fn)e D | =
0 T/2 0 0
T/2 T/2 * T/2
= / F(t)eItdr + / Fre @ || = Zn / f(t)eTtat
0 0 0
b) Dokazuje se na isti na¢in kao a).
Zadatak 3.2.%
a) Neka signal x(t) zadovoljava Dirihleove uslove na odsecku [—%, %] Dokazati da vazi:
T/2 T/2 n
/ (z(t) — Sp(t,w))? dt = / 22(t)dt — T - <Z X [K] X*[/c])
~T/2 ~T/2 k=—n

gde je S, (t,w) n-ta parcijalna suma Furijeovog reda signala x(t), a w = 27 /T.
b) Koris¢enjem rezultata iz a) dokazati:
T/2
lim (z(t) — Sn(t,w))?dt = 0.

n—oo
—T/2
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c) Objasniti smisao rezultata dobijenog u tacki b).
Resenje:

a) Vazi da je:

T/2 T/2 T/2 T/2
/(m(t)—Sn(t,w))2 it = / 22(8) dt — 2 /:L'(t)Sn(t,w)dt—i— / S2(tw) dt
~T/2 ~T/2 ~T/2 ~T/2

Srednji integral u prethodnom izrazu ima vrednost:

T/2 T/2 . . T/2
. 1 .
— kwt _ —j(—k)wt
/x(t)~Sn(t,w)dt— / v(t) 3 X[ tar =1 S X | 7 / 2(t)e—IRt gy
~T/2 ~T/2 =7 k=—n ~T/2

=T zn: X[k X[~k =T znj X[k] X*[K].

k=—n k=—n

Poslednji integral se moze napisati u obliku

/2 T/2 ) . i /2
/ S,%(t,w)dt = / Z X[k:]ejk‘*’t Z X[v]ej”“’t' di = Z Z X[v] - X[K] / pihwt gjowt g
~T/2 _1/2 k=—n v=—n k=—nv=-n i

Posto se integracija vrsi po jednoj periodi, a funkcija e/t je periodi¢na, poslednji integral ima vrednost

razli¢itu od nule samo ako je k = —v i njegova vrednost je tada 7"
T/2 n n
/ S2(twydt = S X[-K] X[H-T=T 3 X[K]- X"[k].
~T/2 k=—n k=—n

Prema tome:

T/2 T/2 " "
/ (2(t) — Sn(t,w))2dt = / 2t)dt—2T S XEXH+T S XEX k] =
~T/2 ~T/2 k=-n k=-n
T/2 . T/2 .
= / ()t —T Y X[KX*[k] = / 2()dt—T Y [X[K]*.
~T/2 = ~T/2 k=—n

b) Na osnovu tacke a) vazi:

T/2 T/2

;/(x(t)—Sn(t,w))2dt:; / 2ndt— 3 X

~T/2 ~T/2 k=-n

Posto na osnovu Paservalove teoreme kada n — oo desna strana jednakosti tezi nuli, tvrdenje je
dokazano.
c¢) Ako funkcija z(t) ispunjava Dirihleove uslove na odsecku [—7'/2, T'/2], funkcionalni niz ¢iji su ¢lanovi

n-te parcijalne sume Furijeovog reda funkcije z(t) konvergira ka funkciji (t) na odsecku [-7/2,7T/2],
u srednje kvadratnom smislu.
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Zadatak 3.3.*

Koriséenjem Paservalove teoreme, dokazati da se kvadrat efektivne vrednosti slozenoperiodi¢nog signala

n

v(t) = Up + Y Uy cos (kwot + ¢p) moZe izracunati kao suma kvadrata efektivnih vrednosti njegovih
k=1

komponenti.

Resenje:

SloZenoperiodi¢an (na primer naponski) signal je predstavljen na sledeé¢i naéin:

v(t) =Up+ Y Uk cos (kwot + ¢r) -
k=1

Efektivna vrednost k-te komponente signala je jednaka

Uk
Vhess — oL k>0,
U, k=0.

Prema tome, treba dokazati da vazi:

L f (U2
2 2 2 k
Vopr = v(t)dt = Uy + — ] .
1 To0 ) ’ ;(ﬁ)

Polazeé¢i od Paservalove teoreme i uzimajuéi u obzir kona¢an harmonijski sadrzaj signala dobija se

To 0o n
1 02 _ 2 _ 2
- 0/ = 30 WIHP= 3 VI

pri ¢emu je

v(t) = Y Vke/H o,

k=—n

Kako je V[—k] = V*[k], tada je |V [—k]| = |V k]|, pa se moZe napisati i da je

To n
i 2 — 2
TOO/ (t)dt V[0]+;21V[k]\ .

Posto se signal u(t) moZze napisati i preko kosinusnog reda

v(t) =V[0] + Z 2|V[k]| cos (kwot + arg{V'[k]}) ,
k=1

znaci da je V[0] = Up i |V[k]| = % za k > 0. Zamenom u prethodnu jednacinu dobija se

L7 " UL\ 2 " UL\ 2
2 2 k 2 k

1 [ ema=u +Zz<> _U +Z<>-

Too/ v i =\ 2 ’ o \V2

Zadatak 3.4.

Nagéi razvoj signala u eksponencijalni Furijeov red:
a) z(t) = cos (507t — T,
b) x(t) = 5 cos(107t) cos(100007t),
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C) (t) — d —]107rt TF %7

d) z(t) = r t(t) * comb (L), Tp =4,
) z(t) = rc()*comb(t) Tr =1,
) z(t) = tri(t) * comb(t), Tp = 1.
Resenje:

a) Prvi nadin, primenom tabela i osobina:
Posto se razvoj radi na osnovnoj periodi, na osnovu tabele 4.2 sledi da je:

cos(50mt) <25 % (6lk + 1] + 8k — 1]).

Polazni signal moze da se napisSe u obliku

2(t) = cos (507rt . %) — cos <507r <t - 2(1)0»

. . Fy _ .
pa se primenom teoreme o pomeranju u vremenskom domenu z(t — ty) <=+ X [k]e 7*0to dobija

2(t) = cos (5077 (t - 2(1)0» Lo X[k = —ﬂkwotoé (8lk + 1] + 6[k — 1))

, 1 jkr 1
X[k] = e—ﬂk50ﬂﬁ§ (O + 1] + o[k — 1) = e—%i (6[k + 1] + 6]k — 1)) .
Na osnovu osobine odabiranja diskretnog jedini¢nog impulsa z[n|d[n — ng] = z[ng], dobija se

X[k] = % (5[k: +1]e’T + o[k — 1]5%") - *f (L + 5)0[k + 1] + (1 — 5)d[k — 1]).
Drugi nacin, direktno

Kod jednostavnih signala mogucée je do koeficijenata Furijeovog reda doéi primenom formalnog

razvoja:

x(t) = cos (507rt - %) = cos(507t) cos (4) + sin(507t) sin (2) = ﬁ (cos(50mt) + sin(507t))

2
Trigonometrijski red ima samo dva koeficijenta A[l] = B[l] = g Na osnovu toga je X[1] =
w = %(1 — )i X[-1]=X*1] = %(1 + j), 8to se moze zapisati kao

X[k = 2 (14 )50+ 10+ (1= )3l ~ 1).

b) Osnovna ucestanost signala z(t) je jednaka wp = 10w, odnosno fy = 5. Posto se razvoj radi na
osnovnoj periodi dobija se da je

cos(10mt) LN % (0[k + 1] + o[k — 1]),

1
cos(100007t) <125 5 (6[k +1000] + 8[k — 1000]).

Primenom teoreme o konvoluciji dobija se konacan rezultat

1 1
5 cos(107t) - cos(100007t) <225 5 - 5 (8l + 1] + 0[k — 1) * 7 (3[k +1000] + 6[k — 1000])

X[k] = Z (8[k 4 1001] + 6]k — 1001] + 8]k + 999] + 5[k — 999]) .
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c) X[k] = —j107d[k + 1].
d) Posto je

[e.9]

rect(t) * comb <i) = rect(t) * f: 5 (i - k) =rect(t)x » 0 (t _44k> -

k=—o00 k=—o00

= 4rect(t) * i d(t—4k) =14 i rect (¢t — 4k),

k=—o00 k=—00

znaci da je signal suma pomerenih pravougaonih impulsa Sirine w = 1 periode Ty = 4. Na osnovu

tabele 4.2 je
k
X[k] = 4% sinc (k;;) = sinc <4> .

e) Posto je u pitanju suma impulsa Sirine 1 pomerenih za 1, radi se o signalu koji je indentic¢ki jednak
jedinici, pa je X[k] = 0[k].
f) Posto je u pitanju suma trouglova Sirine 2 pomerenih za 1, radi se o signalu koji je indenticki jednak

jedinici, pa je X[k] = 0[k].

Zadatak 3.5.

Odrediti razvoj u eksponencijalni Furijeov red signala oblika povorke pravougaonih impulsa cija je
amplituda 15 Vp-p, osnovna ucestanost fo = 100 Hz, faktor ispunjenosti impulsa (duty cycle) D =
10%, a srednja vrednost jednaka nuli.

Resenje:

Amplituda signala od 15 Vp-p znali da je raspon od minimalne do maksimalne vrednosti signala
(peak-to-peak) jednak 15 V. Faktor ispunjenosti impulsa predstavlja odnos izmedu Sirine impulsa i
jedne periode: D = T% Na osnovu toga se moze formulisati analiticki izraz osnovne periode signala sa
slike 3.5.1.

Az
15V
___________ - - -
1 ms :
_’ 4 - I
ot
------- =
10 ms :
Slika 3.5.1.

t t 1
xp(t) = 15rect <w> = 15rect (DT) = 15rect (t‘g) = 15rect (t(ﬁf) = 15rect (1000t)

0

Na osnovu tabele 4.2:

w w . 5. (k\ 3. [k
Xrplk] = 15% sinc <kTo> = 15D sinc (kD) = — sinc <> = —sinc <10> .

Posto originalni signal ima srednju vrednost jednaku nuli, mora biti X[0] = 0, tako da je

X[k] = Xp[H] - gé[k] — 3 ginc <k) - ;5[@.
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Zadatak 3.6.

a) Naci razvoj signala sa slike 3.6.1 u trigonometrijski Furijeov red.
b) Naéi razvoj istog signala u eksponencijalni Furijeov red.

A @)
1
-2 -1 3
-3 0 1 2 4 t
— 1
Slika 3.6.1.

Resenje:

a) Signal x(t) je neparan, tako da je Vk € Z, Alk] = 0. Osnovni period signala T" = 4, tako da je
w=2r/T = §. Vazi da je:

™

0251 (1o (i) (S50)

b) Osnovna perioda z(t) moze da se napise kao

1
2
/sm (kwt)d = (1 —cos(km/2)).
0

e
=
Il
N
S

8
=
@,
=4
W
&
H~
.-lk\.-lk

xp(t) = % (1 —tri(t)) = f% tri(t).

Na osnovu toga je:

1\ _ jkm sin? (kr/4) _ sin® (kw/4) .1 —cos(km/2)
> -8 (km/4)? =2 km - km '

K
X[k] = —JTwsinc2 <k4

NAPOMENA: Do istog rezultata se moglo do¢i direktnom primenom formule X [k] = w za
k # 01 X[0] = A[0] za k = 0. Dovoljno je odrediti koeficijente jednog oblika razvoja, trigonometrijskog
ili eksponencijalnog, a drugi oblik razvoja se moze dobiti direktnom transformacijom iz tabele 4.1.

Zadatak 3.7.

a) Koeficijenti razvoja na osnovnoj periodi signala z(t) osnovne periode 10 s glase X [k] = 4 sinc (%)
Odrediti koeficijente razvoja signala z(t) = x(4t) na istoj periodi.

b) Koeficijenti razvoja na osnovnoj periodi signala z(t) osnovne periode 4 ms glase:

X[k] =15 (6[k + 1] + [k — 1]). Odrediti signal z(t).

c) Koeficijenti razvoja na osnovnoj periodi signala z(¢) na osnovnoj periodi glase:

X[k] = o[k + 2] 4 0[k] + o[k — 2]. Odrediti signal x(t).

d) Koeficijenti razvoja na osnovnoj periodi signala x(¢) na osnovnoj periodi glase: X [k] = 10sinc (%)
Odrediti signal x(t).
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Resenje:

a) Na osnovu tabele 4.2 direktno sleduje da je

Z[k) = { 3Sinc ()

€7,
¢ 7.

PN EN N

b) z(t) = 30 cos(5007t)
c) z(t) = 2cos(4nt) + 1
d) x(t) = 100 rect(10t) * comb(t)

Zadatak 3.8.

a) Odrediti amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala ¢ija je osnovna perioda definisana sa x(t) =
Y|t | u intervalu (~7/2,T/2).

b) Odrediti spektar snage datog signala.

c) Odrediti red parcijalne sume Furijeovog reda iz a) tako da greska srednje kvadratne vrednosti
funkcije opisane parcijalnom sumom i ta¢ne funkcije bude manja od 0.1%.

d) Odrediti amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala x(t) = %2 |t — Ty | koji ima periodu 7.

Resenje:
a) Prvi nacin, direktno:

Kada se racuna amplitudski i fazni spektar, podrazumeva se da je Tr = T'. Koeficijenti kompleksnog
Furijeovog reda se mogu dobiti po definiciji:

1 e 2
X[H = 7 / z(t)e~ IRt gt w:%.
—T/2

Na osnovu tabele primitivnih funkcija iz Dodatka A i ¢injenice da je x(t) parna funkcija:

T/2 0
Xl = g5 | [t tar— [ eeitar | = Z(p(ry2) 4 F-T/2) - 2P(0) =
0 ~T/2
= 25 (F(T/2) + F*(T/2) ~ 2F(0)) = 25 (2R {F(T/2)} ~ 2F(0)

1
F(t) = a—eat (at —1),a = —jkw.

Prema tome je

= W()Z(coskwﬁqmsinkw— 1),
T

+oo

z(t) = Y X[k,

k=—o00
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Posto je

. Up.. 1-— kéfz +k17f4 — -4 krsinkr—1 U 1 Uo
X[0] = lim X[k] = —21 : : =5 \1-5)=7
[0] = lim X[k] = —~lim 272 2 2 4’

i kako je ispunjeno da je Vk € Z, sinkm = 0, a coskm = (—1)’“, moze da se napise

Uo k=0

25‘0{2 (coskm —1) = 21%3(2 ((‘Dk - 1) = _kg% k= =£1,£3,£5, -
X[k] =
1

Amplitudski spektar je dat sa

Yook =41,43,45,---

k272
X[k =4 & k=0
0 k=42 +4,46,- -

a fazni spektar je dat sa
T k #0,

arg {X[K]} :{ S,

Pocetni signal moze biti predstavljen u obliku kosinusnog reda:

Uy U= (—1)F—1 Uy 20Uy &
x(t) = — + — ~ coskwt =— — — ———cos(2k — 1)wt.

NAPOMENA: Cesto je lakse srednju vrednost signala izracunati pomocu integrala nego pomocu
limesa:

T/2 T/2
1 Uo 20y Uy
~T/2 0

Generalno kada se fizicki interpretira spektar preko kosinusnog reda do rezultata je moguée doéi pri-

menom smena: Clk] = 2|X[k]|, 0[k] = arg(X[k]), C[0] = X]0].

Drugi nac¢in, pomoé¢u tabele osnovnih funkcija
Na slici 3.8.1 prikazana je osnovna perioda signala x(t).

Slika 3.8.1.

Na osnovu slike 3.8.1 se vidi da je x(t) = % (1 —tri (%)). Na osnovu tabele 4.2 je

X[K = 52 (5[k] - TJ/,Q sinc? <kTT/2>> - <5[k] — gsine? <’2“>> ,

X[O]:UO<1—1):UO

2 2 4’
Up sin?(km/2) sin?(km/2) Uy (1—cosknr
H:—Zig =—Up 55 — — 7133 , k#NO0.
(km/2) k2w k?rm 2
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Vidi se da je primena tabele znatno jednostavnija nego direktan metod.
2
b) Spektar snage je P[k] = |X[k]|? i jednak je P[0] = % i za neparno n = 2k — 1 je P[2k — 1] =
2U2 1
i @h=T)

)

T/2 T/2 ) ) -
_ 1 2 Uo UO 2
2 — 2 - _ 2 = — — 2 = — = X
PO =gt = 5 [ a=7 [ <T> Pdr=" = 3 XK
~T/2 0 ke=—00
N A
Akoje z(t) =~ > X[k]e/*?t potrebno je naé¢i minimalnu vrednost za N tako da relativna greska
k=N
bude:
2 N 2
Tepp~(8) = 30 |X[K]|
h=—N < 0.001,
Tepp?(t)
odnosno
N 2
) ZN | X[K]]
—— > 0.999.
Uo?/12

Probanjem nekoliko vrednosti dobija se da je N = 3.
d) Koristeéi teoremu o pomeranju argumenta dobija se

er—jkwTo

X[k] = W(coskw—i—kwsinkﬂ— 1),
T

odnosno, na osnovu tacke a)

B (—coskwTh + jsinkwTh) k= +1,43,45,- -
X[kl =14 0
! = 0.

Amplitudski spektar ostaje isti jer se samo vrsi translacija signala, a fazni spektar se menja

7w — kwTy k #0,

MMXW}z{O o

Zadatak 3.9.

a) Odrediti kompleksni spektar periodi¢nog signala ¢ija je osnovna perioda definisana sa z(t) =
Up coswot u intervalu (—71'/2,7/2), pri emu je 2% # wy.

b) Prokomentarisati spektar za razli¢ite vrednosti kruzne ucestanosti wy.

Resenje:

a) Posto se podrazumeva da je Tr = T, Furijeovi koeficijenti se dobijaju iz

X[k] = e IRt coswot - dt = % (F <E> —F <—E))

e
el S~

Primenjujudi izraz za primitivnu funkciju iz dodatka A, uzimajuéi u obzir parnost kosinusa, dobija

w e Ikm _ wom _woT
X[]C] = U()% (2% {W-‘,—u)é (—jkWCOS 7 + wp SIn 7) }) s

se
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X[k] = UO“’@%{COS kT~ J sih b (ko cos “2% + wosin W)} =
™ w w

—k2w? + w3
w [(wp - cos kmsin 9T — kw - sin k7 cos 29T w [ kw - sin kmcos LT — wy - cos k sin 20T
e U — w w — UO* w w
0 wd — k2w? T k2w? — w?
Posto je k celobrojno vazi
s WQT
w wp - sin <07
X[k = Up— (-1 5o
T k2w? — wg

b) Ako odnos®? nije ceo broj, pojavljuju se sve spektralne komponente za k € {—oo, +-00}. Ukoliko je
w >> wo, tada cos 20m ~ 1, a sin ®2m ~ “27, pa se dobija

2
w
X[k] = UO(_l)kJrl kgi}zv k 7é 0

Ukoliko je odnos <% =n, n € N tada je X[k] = 0 za |n| # |k[, dok je za |n| = |k

gy1 Nw sin(nm)

_ w
Xlk] = rlng}c UO;(_U k2w? — n2w?

(DR msin(er) (=DM —nsin((k—n - k)T)

= o i rlzlg}c k2 — n? = o T rlllg}c (k+n)(k—n)

B . —n (sin((k — n)m) cos(km) — sin(k7) cos((k —n)m))

= Un(-=1)"" rlllg}c (k+n)(k—n)m N
— (sin((k — n)m) (-1)’“) 0o

=) i —— G~ 2 PR

U tom slu¢aju, moze se pisati: X [k] = % (0[k — n] + o[k + n]).

Zadatak 3.10.

Odrediti amplitudski i fazni spektar periodi¢nog signala ¢ija je osnovna perioda u interavalu (—1'/2,7/2)
definisana sa z(t) = 52t

Resenje:

Signal je neparan, i na osnovu izraza za primitivnu funkciju iz dodatka A dobija se:

Uo, . 1 —jkw ; !
X[ = 75279 { ket = Dl - k:%;?} -

=
j T T T ' ]
;kTUTOrQ <k‘w2 cos kw§ — sin kw2) = QJTUWOQ (kmcos km — sinkm) = %(—Uk, za k # 0,
X[k]=0, zak=0.
Vazi da je

—Z. k neparno,

X[H = o, arg{X[k]}z{ 2’

% k parno.

Zadatak 3.11.
Odrediti kompleksni spektar signala y(t) ¢ija je osnovna perioda data sa

) Uy coswt,—% <t< % 27
Yyr - ) W= .
0, (L<t<-DHn(E<t<?) T
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Resenje:

Posto je yp(t) = rect (T /2> Up coswt unutar osnovne periode, koriste¢i se osobinom konvolucije u
spektralnom domenu kao i osobinom konvolucije sa diskretnim jediniénim impulsom, moZe se napisati

Uo

Y%Faﬂ@*(@%—ﬂ+5%+ﬂ0 Yo

- (X[k -1+ X[E+1]),

gde je X[k] = /2 sinc (k:TT/Q> = %sinc (%) Na osnovu toga je:

vk = D0 sinftn | sinbpte\ Uy (k4 Dsintta (k- Dsinffa)
a E—1 E+1 o2 k2 —1 k2 —1 a

Uy (k‘(sin k2 T 4 sin k+17r) +s.in k21 — sin k‘H )

T or k2 —1 k2 —1
_ @' 2ksin§7rcos%7r—2cos§7rsin%7r _ _% ' COS%W
o k2 -1 T k2-1
Dobija se:
U
Y[o] = =2,
T
k k=1
Y[l] :_@1 COS 27T :_@hm —SIHTTF :@7
T k—1 (k—l— )(k—l) T k—1 (/C—i—l)(k 1) 4
U .. cos %ﬂ Up .. sin k‘H Uy
Y[ -1|=—-——1 —_— =] —:—.
== ey T A Gk 4
/
Y[k = e g I k=42 44, ...

 Up cos kr _Uo (=12
Wk”—l 0, k=43,45, ...

Zadatak 3.12.

Odrediti amplitudski i fazni spektar signala ¢ija je osnovna perioda data sa:

a)
(t) Uo [cos(wt)|, (_% <t < —%) A (% <t < %) 27
= , w = —
Y 0, —T<t<+L T
b)
Ug sin(wt), 0<t<Z 27
y(t) = (1) T 2 w="—,
0, —5 <t<0 T

c) y(t) = Up |cos(wt)] .
Resenje:

x(t) = rect < > unutar osnovne periode.

a) y(t) = (1 —x(t)) (—Upcos(wt))
b) y(t) = x(t — T'/4) Uy sin(wt)
c) y(t) = (1 —z(t)) (—Upycos(wt)) + z(t) - Uy cos(wt)
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Zadatak 3.13.

Signal ¢ija je osnovna perioda od —7 do 7 definisana sa

eplt) = { sin(t)  |t| < 7/2,

1 /2 < |t| < .

a) Razviti u eksponencijalni Furijeov red.
b) Razviti u trigonometrijski Furijeov red.

Resenje:

a) Osnovna perioda signala moZe da se napise kao zp(t) = sin(t) rect (£) +1 —rect (%) . Imajudi to u
vidu, koeficijenti eksponencijalnog razvoja su

X[k = % (31 + 1] — 6Tk — 1)) - sine (k=) + 6T4] — o sine (k- ) =
%(5[k+ 1] — o[k — *fsm (S) —fsmc <I;> =

{le2) ) o )

) <k—1> , (k—i—l) sin%w Slnk"Q'Iﬂ' (k+ 1) sin 217'(' (kfl)smk"z'lﬂ
7 sinc — msinc = = =

Posto je

2 E—1 E+1 k2 —1 k2 —1
7k(sm kzlw—smk“'1 ) sin k2 T 4+ sin k“
N k2 —1 k2 —1 N
2 sin %W cos %W + 2k cos gﬂ sin %ﬂ' B 2k cos gw
N k2 —1 k21
dobija se da je
) k k
X[k] = _lkcos (§7r) 57k] — lsm (577)
T k2-1 T kO
Razvoj glasi: z(t) = Y. X[k]e/kot S X[k]e/M.
k=—o00 k=—oc0
CcOSs S kﬂ'
b) A[0] = lim X[¥] = 470,{2(1)%[0] im 1G5 g g

Alk] = 25}3{X[ J} =~ sin (/WT/Q) [k] = —29{X[k]} = — 25" cos (km/2).
Razvoj glasi: z(t) = A[0] + Z (A[k] cos(kt) + Blk]sin(kt)).

Zadatak 3.14.

Dat je signal x(t) = A(r? — t2)2.
a) Dokazati da vazi z(7w) = x(—m), 2/(7) = 2/ (—n), 2" (7)) = 2" (—nx), 2" (%) # 2" (—7).
b) Koristedi rezultat iz a) u intervalu ¢t € (—m,7) razviti signal u Furijeov red oblika z(t) = C[0] 4+

i C[k] cos(kt + ¢y,).
k=1

Resenje:



102 GLAVA 4. FURIJEOVA ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SIGNALA I SISTEMA

a)

(1) = A(r? — 12 = 0 = a(—7) = A(x® — (=1)%)> = 0

) =
2 (t) = 2A(x% — 12) - (=2t) = —4At(x> — 1?) = 2/ (7) = 2/(—7) =0
2 (t) = —4 (=24 + A(n* — 7)) = 8AY* — 4A(n* — %) = 2" (n) = 2" (—7) = 4An°
2" (t) = 16 At + 8At = 24At = 2" (7) # 2" (—7)

8

b) Ako se pode od tabli¢nog integrala, dodatak A:

1 L (=1)" d" Py (1)
Ln= [ e"Py(t)dt =C+ ~ - ™
[etraivar=c LSS

m
dtn

i ako se stavi da je a = —jkwo, a P (t) = x(t) = A(7? — t2)2, m=,Ty=1/2r = wy=2n/Ty =1, 1
ako se uzme u obzir da je signal paran, dobijaju se koeficijenti Furijeovog reda:
(t)
dt”

4 7
1 1 1 dz(t)
— - Jkwot —
Xk =% 27 (jkwoe nz:;)(jk:wo)” dt”) R (

za k # 0. Posto je e 757 = ¢=7k(=7) dobija se

4
J ik 1 d"z(m) d"z(—m)
Xk = %{k Jkguk)”( T )}%#0-

o . d"z(m) d"z(—m)
Na osnovu tacke a) je =~ — —gn

X[H] = a%{ ]1 —jhr (1) = xm(_”)} _ 1 <— cos(kw)m> L )

—+m

—T

# 0 samo za n = 3, tako da je

k3 2m k4 Kkt

C[k] = 2X[k], a posto je signal paran, faze su ¢y, = 0,Vk i C[0] = 5= f x(t St

Zadatak 3.15.

Dat je signal x(t) = t(72 — t2).

a) Nadi koeficijente razvoja u eksponencijalni Furijeov red signala z(t) na intervalu t € (—m, ).
b) Nadi koeficijente razvoja u trigonometrijski Furijeov red signala z(t) na intervalu ¢ € (—m, 7).

Resenje:

a) Imajuéi u vidu prethodni zadatak

x(m) = 71'(7r2 —7%) =0 =a(—7) = —n(x? — (—7)?).
2'(t) = (72 —1?) = 2t* = 2/ () = 2/ (—n).

2" (t) = —6t

:B///(t) _ —6

X10] = 0.
b) A[k] =0, Blk] = 23{X[k]} = (-1)*T L2, ke N.
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Zadatak 3.16.

Kompleksni spektar signala prikazanog na slici 3.16.1a dat je sa X (k) = %rb + %w

a) Koristeéi se osobinama razvoja u Furijeov red, na¢i kompleksan razvoj signala y(¢) periode T,
prikazanog na slici 3.16.1b.

b) Koristeéi se osobinama razvoja u Furijeov red, naé¢i kosinusni razvoj signala z(t) = |coswt|, w =
27/T.

Azt A v

“T111I1rr 771 1 [,

> >
L L

7T t

-1

a) b)
Slika 3.16.1.

Resenje:

a) Transformacija signala x(t) ¢e bit obavljena postepeno: z(t) — y1(t) — ya(t) — y(t).

Skaliranje amplitude: Srednja vrednost novog signala treba da bude 0 tako da vaZi da je vazi da je
a = —b. Amplituda signala y(t) je 1, pa je b — a = 2. Prema tome je b = 1,a = —1. Dobijeni signal je
Y, [k‘] — 1 1—coskm
1 Jm .

Skaliranje vremenske ose: Kako se novi signal razvija na osnovnoj periodi, amplitude harmonika se
ne menjaju

1 1—coskm
Ya[k] = Y1[k] = ok

Vremensko pomeranje signala: Signal se pomera za 7'/4

) 11— .
Y(t) = galt + T/4) = YIK] = Vi[]ert/t = L L= COSMT sz
g k
Konacno:
Oo .
y(t)= > YkJe/™ "

k=—00

b)

z(t) = y(t) coswt = Z[k] = Y[k] * ( Y[k+1]+Y[k-1])

S(k—1) d(k+1)\ 1
> T 2 ) 2

Z[k] = 1 <1 —cos(k+1) T itk n)r/2 | 1—cos(k—1) Wej(kl)ﬂ./2> _

247 k+1 k—1
1 /. l—cos(k+ )T jyrm . l—cos(k—1)T .p.so elkm/2

- - /2 _j(k+1 k) = T k
2j7r(‘7( ) r o) ¢ G (s Y T TGz =y L eoskT)
Posto je z(t) parna funkcija, koeficijenti realnog reda su

2

Ze[O] =
i

s
cos kg 0, za neparno k,

Zlk| = =2 1—|—cosk‘7r>: _
g (W(k2_1)( ) {i(;%k_/il, za parno k ,
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pa je
+

2
™

SEIFS

oo 1 —
Z - cos 2kwt.
k=

—_

Zadatak 3.17.

Razviti date signale u trigonometrijski Furijeov red na intervalu (—7'/2,7/2), ako je T = 27 /w i
a) z(t) = tsinwt,
b) x(t) = t coswt.

Resenje:
T/2
a) Za signal y(t) =t vazi da je Y[k]| = & [ te 7ktdt = — _(kr cos km — sin k) Na osnovu toga se
~T/2

dobija da je da je: .
<ﬂM:YwH<;®%+H—ﬂk—m>:

_ 1 ((kz + Dmcos(k + 1)m —sin(k + L)m  (k — 1)mcos(k — 1)m — sin(k — 1)7r>
(k+1)? (k—1) '

2mw

Za k = 0 dobija se

X[0] = — 1 <7rcos7r —sint  —1-mcos(—1m) — sin(—lw))

1
2w\ ()P (-1)° w’

Za k =1 dobija se

1m
(1+1)? k—1 (k—1)>

_ Ly 1
o 2mw \ 4 ) 4w’

Identi¢nim postupkom se dobija za k = —1 da je X[—1] = —1/4w. Za |k| > 1 je

X[] = — 1 <27T cos 21 — sin 27 I (k— 1)mcos(k — 1)m —sin(k — 1)7T>

2mw

—(=D* 0 —(~1)F 0
X[ = — 1 (k+ 1)wcos(k 4+ 1)m —sin(k + 1) B (k—1)wcos(k — 1)m —sin(k — )7 |
"~ om (k+ 17 1) =

AN I PPV
2w \k—-1 k+1) w k2 -1

Posto je z(t) parna funkcija, postojac¢e samo koeficijenti A[k],

RXM) = ~2(-Di gl k> L,
AlK) = 2R{XTH} = { 2R{X[H]} = — b F=1,
X[k =1, k=
Za —T/2 <t <T/2, vazi da je
. 1 1 2 & 1 cos kwt
- ~ 2N (-1 .
t sin wt - 2wcoswt wZ( )k2—1

k=2



4.1. FURIJEOVI REDOVI KONTINUALNIH SIGNALA 105
b) Za -T/2 <t <T/2 je

1 2 — k
tcoswt = ~55 sin wt + » I; (—1)km sin kwt.

Zadatak 3.18.

Primenom formalnog razvoja, razviti date signale u trigonometrijski Furijeov red na intervalu (=7"/2,T/2),
ako je T' = 27 Jw.

a) z(t) = 1—2Z§io?:;i+a2’ la] <1,
9

b) (t) = 155 comrraz- lal < 1,

©) o(t) = o5 e lal < 1.

Resenje:

a) Koristeéi smenu z = e 7! na osnovu Ojlerovih formula vazi da je

2 2
22 +1 z¢—1
t = 5 i t = — N .
cos(wt) 5, sin(wt) 25z
Na osnovu toga je
) asinwt a(z? —1) 1 1 1
€T = = — = —— — .
1 — 2a coswt + a? 2j(1 —az)(z —a) 2j\l1—az 1-—a/z
Kako je |az| = |a| [e/*!| < 1i]a/z| = |a/||e77*!| < 1, izrazi i 1_}1/2 se mogu razviti u potencijalne
redove:
1 1 1 1 [ = n o
z(t) 25 (laz_l azl> 25 (I;)a Zaz
e k _ k & jkwt —jkwt e
. k< z N k€ e . k
=— Z TR Za 5] = Za sin(kwt)
k=0 k=0 k=0

b) z(t) =142 i a® cos(kwt)
k=1

¢) #(t) = 3° aF cos(kuwt)

k=0

Zadatak 3.19.

Primenom formalnog razvoja, razviti date signale u trigonometrijski Furijeov red na njihovoj osnovnoj
periodi:

a) z(t) = In |2 cos 2 ,
b) z(t) =In ’Sln <
) #(t) = In|tan
d) z(t) = sm(wt) ln (2cos <),
) x(t) = cos(wt) - In (2cos 4).
ResSenje:

a) Ispravljena kosinus funkcija ima duplo kra¢u periodu od originalne tako da je osnovna perioda
signala T' = 27 /w. Ako se signal razvija na intervalu (—7'/2,T/2), za osnovnu periodu signala vazi da
je: xy(t) =In|2cos | =1In (2cos 4). Kako je

wi

wt 1+ edwt ; ;
_ _ Jjwt) _ Jwt/2 _ _
In <200$2 ) =1In il =In(1+¢*") —Ine In(l42z2)—j 5
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Kako je |z| < 1,1 2F = e/t = cos kwt + j sin kwt, dobija se da je

> > ket 0
P _q1€d cos kwt sin kwt
1+Z 2: kl _2:(_1)161 - :E:( 1)k1 2: k:l =
k=1 k=1 k=1 k=
wt - r—1coskwt Wt k—1Sin kwt
In <2cos 2) :;—1(—1) — tJ (—2—1-]}_1 (-1) — -

00 . 0o
Posto je signal z(t) realan, sleduje da je: —%t+kzl (—1)k1 sinkwt () §In (2cos &) = kzl (_1)k—1%/m'
Razvoj vazi na intervalu (—7'/2,7/2), ali ne i na samoj granici intervala tako da je

In

wt cos kwt
208 — | = E )

za svako t osim u trenucima t = T/2 + kT, k € Z.
Vidi se da je pod istim uslovima razvoj signala y(t) = %wt jednak

o

Z k 18in kwt k:wt

k=1
o
b) z(t) = —In2 — 2 coshwl ¢ £ kT, k€ Z

c) 33()——22 00522::11 L t£KT)2, keZ

d) Posto je

L wt\ . > k—1 cos kwt - L—1 Sin wt cos kwt B
z(t) = sin(wt) - In <2 cos 2> = smwtz (—1) — = Z (—1) — =

k=1 k=1

i _1sin(1 + k)wt — sin(k — 1)wt loo QSinwt li( 1)ksinkwt_

2k 24 -1 2 k+1

k=1 2 k=0

1 (& 1 1 osin Owt 1sinwt

- pl— ) o (—)O (g .

2<kz2 *sinw <k:—1 k+1> U )1+1>
Dobija se

inwt
Jr(t):SH:LW > ( 1)kk2_1smkwt
e)
1 t
x(t)—i—cozw k_2( 1)kk2_lcosk‘wt

Zadatak 3.20.

Razviti dati signal u trigonometrijski Furijeov red na intervalu (—7'/2,7/2), ako je T = 27 /w. x(t) =
In (1 - 2acoswt + a?), |a| < 1.

Resenje:

Posto je
dx(t) a sin wt =
= 2w - = 2w - a” sin kwt
dt 1 — 2a coswt + a? kz—o ’
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integracijom se dobija da je

>\, sinkwt
t)=—2- k
x(t) kzoa —+C,

gde je C' € R neodredena konstanta integracije. Kako za a = 0 vazi z(t) = 0, dobija se da je C = 0.

Zadatak 3.21.

U kolu sa slike 3.21.1, struja generatora je data izrazom ig(t) = I, (1 + cos(wt)sin?(wt)).

a) Primenom formalnog razvoja, ili na neki drugu nacin, razviti signal i(¢) u kompleksan Furijeov
red.

b) Odrediti snagu koja se razvija na otporniku Rj.

c) Odrediti snagu koja se razvija na otporniku Rp.

Poznato je: I, =1 mA, w = 27 - 100 kHz.

€ = o0 Rs 10 nH
[
U 1kQ
ic(t) *) ?o]o KO —T— 1uF 100 k2
Slika 3.21.1.

Resenje:

iG(t) = In(1 + cos(wt)sin®(wt)) = I, (1 +

_ <1 (eth B e—2wt) (ewt B 6—wt)) _; (1 e Bwt _ p—wt _ gwt e3wt>
— 4im - — 4dIm -

8 8

ewt + efwt (ewt _ e—wt)2>

Talk] = I, <5[k] - é (0Tk + 3] — 6k — 1] — 0Tk + 1] + ok — 3]))

b) Posto je Ry > Ro+Z na ucestanosti od 100 kHz, gde je Z impedansa koju vidi otpornik Ry sa desne
strane, moze se smatrati da se jednosmerna komponenta struje zatvara samo kroz R, a naizmenicna
samo kroz Z + Rs.

Pr, = R1I,,* = 100 mW

c) Na osnovu Paservalove teoreme

e I,2 1
Py=2Ry» |Ig[k]]* = ARy g5 = 1o mW.
k=1

Zadatak 3.22.

U kolu sa slike 3.22.1, signali 21 (¢) i x2(t) su sloZenoperiodi¢ni sa istom osnovnom periodom T = 10 pus.
Koeficijenti razvoja tih signala u kompleksni Furijeovred su X [k] = 1 vV (10— |k|) (u[k-+10]—u[k—10])
i Xo[k] = 1V (u[k + 10] — u[k — 10]).

a) Izra¢unati konvoluciju X [k] * Xs[k].

b) Odrediti snagu koja se razvija na otporniku R; sa relativnom greskom manjom od 5%.

c) Odrediti snagu koja se razvija na otporniku Ry sa relativnom greskom manjom od 5%.
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mnozac
I (t)

X

i) (t)

— 10 uF

Slika 3.22.1.

Resenje:

a) U kolu sa slike 3.22.1 su naponski signali 1 () 1 x2(t) sloZenoperiodi¢ni sa istom osnovnom periodom.
Razvoj X [k] se moZe napisati kao

X1[k] = 1VV (10— |k]) (fk-+10]—u[k—10]) = 1 vV ((10+F) (ufk-+10]—u[k])-+(10—&) (ulk] —u[k—10])) =

= (k+10) ulk + 10] — 2k u[k] 4+ (k — 10) u[k — 10].

Konvolucija
Vifk] = k] k] = 2D gy

pa je
Y[k] = Xi[k] x Xolk] = Yi[k + 20] — 2Yi[k + 10] + Y3 [k] — Y1[k] + 2 Y1 [k — 10] — Y3 [k — 20],
Y[k] = Y1[k + 20] — Y[k — 20] — 2 (Y1 [k + 10] — Y31 [k — 10]).

b) DC komponenta se razvija samo na otporniku R;. Snaga na otporniku je jednaka:

c) AC komponenta se zatvara samo kroz otpornik Rs. Snaga se moze odrediti ra¢unanjem efektivne
vrednosti naizmeni¢ne komponente:

20

20
Yerp= Y. Y] -Y?0] = /YQ[v]dv—YQ[O].
n=—20 90

Korig¢éenjem aproksimacije Y1[v] = w ufv] &~

ufv], ra¢una se

—10 10
Yorp /Y12[v—|—20]dv—|— /(Yl[v—|—20}—2Y1[k+1O])2dv
—20 —10

N~

11 12

20
+/(Y1[k: +20] — 2 Y3 [k + 10] + 2 Y3 [k — 10])* dv —Y2[0],
10

=I

Y~ 20+ I - Y?[0],

e
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—10

L = / (0 +205)" 6381,
—20 4
10
I / ((v + 20.5)2 —42 (v +105))2 143081,
—10

2~
Y2 ~ 145800,

e

Y2
pa je Pr, = F = 2.9 kW.

Tacan kvadrat efektivne vrednosti AC komponente je Ygf ¢ = 143668.

Zadatak 3.23.

—J 4 sin(wt)
T M 54 cos(wt)
a) Odrediti napon strujnog generatora na frekvenciji f = 500 Hz.

b) Odrediti napon strujnog generatora na frekvenciji f; = 2f = 1000 Hz.

c) Odrediti efektivnu vrednost struje ig(t).

Za kolo prikazano na slici 3.23.1 vazi ig(t) , pri ¢emu je I, =2 A, a w = 27 500 Hz.

R=509Q L=7mH

ic(t) —— C =1447puF

Slika 3.23.1.
Resenje:

+oo

Struja generatora se moze predstaviti preko Furijeovog reda: ig(t) = 21, Z 27" sin(kwt).
k=0

a) Na ovoj frekvenciji je kolo u rezonanciji, a k = 1, pa je

vG(t) = Rly, sin(wt) = 100 V sin(wt).

b) U ovom slu¢aju je k = 2, pa je ekvivalentna impedansa koju ,yidi” strujni izvor
1 - o
Z =R+ jwL+ — = (50+733)Q =59.9. 309"
jwC

pa je
Im 100° ; o
Vo=2—2¢% =599.209° V.
G 5 (6 e

c) Efektivna vrednost se odreduje na osnovu Parsevalove teoreme.

Zadatak 3.24.

U kolu sa slike 3.24.1 upotrebljeni pojacava¢ se moze smatrati linearnim, a pobudni naponski signal je

. . 1—-0.25 cos(wt) _ _ krad
oblika v& = Ut 15635 =05 costor] cos(w) Up=2V,w=10 =,

a) Odrediti koeficijente razvoja napona wvy(t) u trigonometrijski Furijeov red na njegovoj osnovnoj



110 GLAVA 4. FURIJEOVA ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SIGNALA I SISTEMA

R; =1kQ

AW . €

+
”G“)@ Ry = 3R, % = - Ry

[
=Q

Slika 3.24.1.

periodi.
b) Odrediti snagu koja se razvija na otpornicima Ry, Ry i R).

Resenje:
+oo

a) va(t) = Uy Z4‘k cos(kwt)
k=0

b) Moduo impedanse kondenzatora na ucestanosti prvog harmonika je zanemarljiv u odnosu na R;
i Ro tako da se na neinvertuju¢em prikljucku operacionog pojacavaca moze zanemariti naizmeic¢na
komponenta napona:

2 02 < k|2 0 ? 02 < k _ g Lg 116
— R I3+ 20 > 4P =R [ 16 + =

o w U
16 Ry 30R;
Na Rj se disipira tri puta ve¢a DC snaga nego na otporniku R;: Pr, = 0.75 mW.
U slucaju otpornika R, je naizmeni¢na komponenta na neinvertujuc¢em prikljucku nezanemarljiva
jer se ona jedina disipira:

= 0.38 mW.

+o0
Pr, ~ |ZC| 2Z|4 B2 =107 20 UO = 0.13 mW.
By 2R - "
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4.2

Furijeova transformacija kontinualnih signala

4.2.1 Osobine Furijeove transformacije

Original z(t)

Slika X (jw) = X(s), s = jw

ax(t) + by(t)

aX (jw) + bY (jw)

2(t — to) X (jo) e
o(t) it X (j(w - a)
=0 X*(—jw)
o(~1) X(~jw)
o(at) SX()
2(t) * y(1) X(jo) Y (jw)
o) y(t) L X(jw) ¢ Y (o)
@ a(t) jo X ()
/t () dr (]% v 775(w)> X(jw)
ta(t) A X (o)
X (ju) = X*(—ju)
R{X ()} = R{X(~jw)}
s ER | S{X(w)} = S {X(~jw)}
X (i) = X (—j)
arg(X (ju) = — arg(X(—jw))
(1) R{X (ju))
7o(t) S{X(jw)}
2(t) X (jw)
x(jt) 27 X (—w)
x(—jt) 21 X (w)

111
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4.2.2 Tablice Furijeove transformacije

z(t) X(jw)
1 27§ (w)
6(t) 1
1
u(t) o + 7(w)
ejwot 27 0(w — wo)
rect(t) sinc ()
sinc(t) rect (3%)
comb(t) comb (3 )
cos(wot) 7 (0(w + wo) + d(w — wop))
sin(wot) Jm (6(w +wo) — d(w — wo))
sinc?(t) tri (57)
tri(t) sinc? (&)
“u(t), RN 0 !
eu(t), R} > T
tn—l ot 1
1) e"u(t), R{a}>0 CESPE
ot a—+ jw
e~ cos(wot)u(t), R{a} >0 (a4 jw)? -2
e % sin(wot) u(t), RN{a} >0 il
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4.2.3 Zadaci

Zadatak 3.25.

Neka je z(t) realan neparan signal. Dokazati da je X (jw) ¢isto imaginarno i neparno.

Resenje:

Posto je ispunjeno da je z(t) = —x(—t), primenjujuéi Furijeovu transformaciju na levu i desnu stranu
jednakosti dobija se X (jw) = —X(—jw) pa je X(jw) neparno. Kako je x(t) realno, z*(t) = x(t), pa

je X*(—jw) = X(jw). Iz toga sleduje da je X*(—jw) = —X(—jw), odnosno X*(jw) = —X(jw), Sto
znadi da je X (jw) ¢isto imaginarno.

Zadatak 3.26.

a) Koje osobine ima signal X (jw) ako je z(—t) = z*(t)?
b) Neka je dat signal y(t) = R{x(¢)}. Nadi Y (jw) u funkeciji od X (jw).
c) Dokazati formulu [ z(t)y*(t)dt = 5= [ X(jw)Y*(jw)dw.

—0o0
Resenje:

a) Kako je z(—t) = z*(t), vazi da je X(—jw) = X*(—jw), §to je moguce jedino ako je X (—jw) ¢isto
realno. Tako je i X (jw) realno.

z(t)+a*(t) X(w)+X*(=jw)
2 2 ’

b) MoZe se napisati da je y(t) = , pa je tako Y (jw) =

c)

Zadatak 3.27.

Koristeci osobine Furijeove transformacije odrediti sliku sledeé¢ih signala:

a) ()—25rect(( 1)/10),
b) z(t) = —o(t—3),
c) z(t) 1()

d)

e)

£)

x( tr
z(t) =e " a >0
x(t) =25 blnC(lOt —2),
a(t) = co

4

t mb(t/2) — comb((t —1)/2),
g) x(t) @ cos(wot) - u(t), a > 0,
h) z(t) sinc(4t) — 2sinc(4(t — 1/4)) — 2sinc(4(t + 1/4)),
i) z(t) = e 3M sin(2t),
j) z(t) = te= 2t sin(4t) - u(t).

Resenje:
a) Na osnovu osobine linearnosti:
FTA{rect(t)} = sinc(w/27m) = {25rect(t)} = 25sinc(w/27).
Na osnovu osobine skaliranja u vremanskom domenu:
FT{25rect(t/10)} = 10 - 25sinc(10 - w/2m) = 250sinc(5w /).
Na osnovu osobine pomeranja u vremenskom domenu:

FT{25rect((t —4)/10)} = 10 - 25sinc(10 - w/27)e 9 = 250sinc(5w/m)e 4.
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b) X (jw) = elw/2 — gmiw/2 = 9jel2BoeI _ 9jgin(y/2)

2j

c)

d 1 1

%3“(15) = rect (t + 2> — rect <t — 2>

;Zfﬂ(t) =0(t+1)—6(t) — (6(t) = o(t —1)) = 6(t +1) — 25(¢) +6(t — 1)
{dizigt)} = 2o = M 28T LW = (9% — e 99) = (2))%sin(w/2)
Posto je ,
{d dﬁgt)} = (jw)*X (jw),
dobija se da je
. P L sin?(w/2) w
(X (Ge) = (23)Psin*(0/2) = X () = = 2% = s (57

d) FT {e~ltl} = {e=¢u(t) + e7?u(—t)} = - jjw + a_ljw =

e) z(t) = 25sinc(10t — 2) = 25sinc(10(¢t — 1/5)) = X (jw) = 3 rect (52 ) e/</®
) FT{comb(t/2)} = 2 comb(2w/2), FT{comb((t —1)/2)} = 2 comb(2w/27)e
X (jw) = 2(1 — e77) comb(w/7) = j4e 7 “/2comb(w /) sin(w/2)

. a4+ jw
B) X0w) = ey vk

h) X (jw) = rect (&) (1 —5e 4 — %e%)
i) Kako je z(t) = e™3 Sir21(2t) u(t) + e siQD(Qt) u(—t) = e3 sin(2t) u(t) — e 31 sin(2(—t)) u(—t),

. X (jw) = - .
ratuna se X(jw) = G BT d T Bojw)r 44
j) Zat > 0je z(t) = te 2 sin(4t)u(t) = ty(t), pa je
. d 4 B 8(2+ jw)
“Taw \2+jw)?2+16) (2t jw)?+16)2°

X () = j ¥ (o)

Zadatak 3.28.

Odrediti Furijeovu transformaciju sledeéih signala:
a) z(t) = sinc(t) - sinc(t — 1),
b) x(t) = sinc(at) - sinc(2at), a > 0,

[e.°]

o) a(t) = Y -6(t - KT),
k=0
d) z(t) = Y eI
k=—o0
e t, 0<t<1, . (e, t>0,
°) x(t)_{o, t<0,t>1, ly(t)_{a:(—t), t<0.
Resenje:

a) X(jw) = g (sin(w) + j(cos(w) — 1)),

T

_ 11 oy 1 . 1+ N o
b) X(jw) = o 2 rect (5 ) * o rect (;2) = 507 _{O . rect (5. ) o rect (4=2) dQ =

min{am,w+2an}
= dQ = min{am,w + 2a7} — max {—am,w — 2aw}

max{—am,w—2am}
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w + 3am

1 Yo w < —am
X(jw) = p —arm <w < am

—w + 3ar

W w > am

c) z(t) =57" comb (&) = e~ O comb (£)

1 T
X(jw) = o 27 0(w + In(5)) * T comb <2w> =T comb (

™

(w+1In(b)T
27 >

d) z(t) = eI jz;:.:é(t —2k) = e~ 1!l comb (£)
X (jw) =2 comb (f)

™

e) Kako je z(t) = e~ (u(t) — u(t — 1)), ra¢una se:

' 1 — eltiw
+ jw
Kako je y(t) = z(t) + x(—t), onda je:
1—eltiw 1 — e thiw 2

Y (jw) = X(jw) + X(—jw) = (1—e! cos(w) — et w sin(w)).

1+ jw + 1—jw T 1t w2

Zadatak 3.29.

Koristec¢i Furijeovu transformaciju izracunati konvoluciju slede¢ih signala
a) z(t) = te 2 u(t), h(t) = e % u(t),

b) z(t) = te~? u(t), h(t) = te * u(t),

c) z(t) = e~ tu(t), h(t) = et u(—t).

Resenje:
. . . 1 1
a) Neka je s = jw. Racuna se X (s) = TEDE iH(s)= P
S R
Vi) =X ) = g ra) 512 5322 544
Lo —2t |
y(t):ie 2u(t) + < te 2 u(t) 1€ A (t)
B 1 C—1/4 14 1/4 1/4
D) Y) = G erar 512 Gr2E T sdt Grap
y(t) = —i e 2 u(t) + ite_zt u(t) + %6_4t u(t) + = te™ u(t)
N T
DY) = G s ) s+l st
ol
y(t) = 5 ) + () =
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Zadatak 3.30.

Odrediti kauzalnost sistema ¢ije su prenosne funkcije:
a) H(jw) = cos(wT),

b) H(jw) = e #“Tsinc(w/27),

c) H(jw) = e “Trect(w/27),

d) H(juw) = rect(w/2r),
e) H(jw) = 4,

f) H(jw) = Ae/*T.
Resenje:

a) Impulsni odziv sistema u vremenskom domenu je

FT HH(jw)} = FT! {eﬂ’“T +e } _ 4T +0(t-T)

2 2 ’

prema tome sistem nije kauzalan.

b) Kako je h(t) = rect(t — T), sistem je kauzalan ako je T > 3.

c) Kako je h(t) = sinc(t — T'), sistem nije kauzalan.

d) Na osnovu impulsnog odziva h(t) = sinc(t) se vidi da sistem nije kauzalan.
e) Sistem je kauzalan zato §to je h(t) = Ad(t).

f) Kako je h(t) = Ad(t 4+ T), vidi se da sistem nije kauzalan.

Zadatak 3.31.

Koristeéi Paservalovu teoremu odrediti energiju signala:
a) z(t) = 4sinc (t/5),
b) z(t) = 2 sinc? (3t).

Resenje:
a)
X (jw) =4 - brect (5;) = 20rect <Zw>
s s
_ 200 Sw Sw
= [ 1x( o et () a () =
/| 5rec <27T> <27r> 80
b)
1w
X(jw) =2 gtl‘l 35,
12 7 12 / 8
=5 / | X (jw)[? dw— /677 tri’ 67r (67r> 5 /trl (r)d(r)=2 /7‘ d () 9
—00 0

Zadatak 3.32.

Odrediti impulsni odziv dva kaskadno spregnuta sistema ¢ije su impulsni odzivi hj(t) 1 ha(t):
a) hi(t) = rect(t), hg( ) = cos(m - 1),

b) hi(t) = rect(t), ha(t) = cos(2m - t),

c) hi(t) = sinc(t), ho(t) = blnC(t/Q)

d) hi(t) = sinc(t), h (t) smc (t/2)

e) hi(t) = sin(2mt), ho(t) = et u(t).
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Resenje:
a)
h(t) = ha(t) = ho(t) = FT'{H(s)} = FT '{Hi(s) Ha(s)}
sin (7 f) _ sin (w/2)
mf w/2
Hy(s)=n(0(w+7)+d(w—m))
sin (w/2) -
w/2

h(t) = FT ' {H(s)} = % <Sinﬂ(72/2)ej”t + sin_(;;rz/Z)e_jm> = %cos (mt)

H,(s) = sinc (w/27) =sinc (f) =

H(s) = Hi(s)Ha(s) = m(6(w +7) + 6(w — 7))

b), ¢) i e) se racunaju kao a).
d) Kako je Hi(s) - Ha(s) = rect(w/2m) - 2tri(w/m) = 2tri(w/7), dobija se:

h(t) = FT7! {H1(s)Ha(s)} = FT ! {2tri(w/m)} = sinc? (;) .

Zadatak 3.33.

Neka je X (jw) = F{z(t)} = rect (%). Ako je signal y(t) = azigt).
a) Odrediti energiju signala y(t).
b) Naéi inverznu Furijeovu transformaciju signala Y (jw/4).

Resenje:

a) Y (jw) = (jw)? X (jw) = —w?rect (%)

' -
E:% /w4rect2 2/ :—
—00 -1

b) Pogledati prethodne zadatke.

Zadatak 3.34.

Za sisteme bez pocetnih uslova, koristeéi se Furijeovom transformacijom, odrediti odziv y(t) na pobudu
z(t) ako je poznat impulsni odziv h(t):
2 o1t = ) 1) - e tu(t),
b) x(t) = ’3t (t), h(t) = u(t - 1),
c) z(t) = u(t) —2u(t — 2) +u(t — 5), h(t) = e u(l —t),
d) z(t) = e 2u(t+2) +e¥u(2—1t), h(t) =e tu(t—1),
e
)

Resenje:
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a) X(s)= -1, H(s) = ﬁ, pajeY(s) = X(s)H(s) = m, gde je s = jw.

s+a’
A B
Y(s) = s+a s+p
A= lim (s +a)Y(s) = 3 . a
1
B lim (s +AY(s) = —
(£) = ——eOtu(t) + ——eFru(p)
= 0 —« a—
b) Ako nema pocetnih uslova:
1 e’
(s) = s+3 H(s) = P
V() = X()H(s) = gy
/3 _, 1/3
Yis) = s 5+3
y(t) = % (1 — 6_3(t_1)) u(t—1).
c) Neka je z1(t) = u(t). Kako je h(t) = e?e 2= u(1 — t), onda je za hi(t) = e 2(Hu(—t):
1 1 1 1/1 1
Xi(s) = 2 Hils) = —— = Yi(s) = X1(s)Ha(s) = Cst+2)s 2 <s T _S+2> )

(1) = 5 (n) — (1)),

y(t) = e (ya(t — 1) — 2y1(t — 3) + 51(t — 6)) .

d)
1 . 1 ,
z(t) = ete 2Dyt +2) + PP u(2 — 1) = X(jw) = e4m62w + 66m672w
1 .

h(t) = e L. e (1) u(t—1) = H(jw) = e ! 1 +jwe_]‘”

Y(]w) _ X(]w)H(]w) e 1 e]w e—3jw _

(14 jw)(2 + jw) (1—|—jw(3—jw)
:63< 1 _ 1 > jw 65( ) —3jw
(1+jw) (24 jw) 1+]w 33— jw)

y(t) =e3 <e_(t+1) - 6_2(t+1)> u(t+1)+ 4 e u(t —3) + %e 36 w3 —t).

e) Uputstvo: x(t) = t(u(t +1) —u(t — 1)) +u(t = 1) —u(t —2), h(t) = u(t) —u(t —1) + (-t +
2) (u(t—1) —u(t —2)).

Zadatak 3.35.

Sistem je pobuden signalom z(t) = 4 - rect(¢/2) i dobijen je odziv

y(t) =10 ((1 - e u(t +1) — (1 - e_(t_l)) u(t —1)).

a) Odrediti impulsni odziv sistema.

b) Odrediti odziv sistema bez pocetnih uslova na pobudu z(t) = 2u(t — 7).
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Resenje:

a) Prvi nacin, direktno:
Posto je prenosna funkcija sistema H(s) = Y(s)/X(s), s = jw, impulsni odziv se dobija kao:
h(t) = FT 1{Y(s)/X(s)}. Neka je y1(t) = (1 — e ") u(t), tada je y(t) = 10 (ya(t + 1) — y1 (¢t — 1)).
Posto je Y1(s) = 1 + nd(w) — dobija se da je

s+1’

1 1 , : 1 1
= — — JW _ eTIW) — . ] — — 1
Y(s) =10 <s + 7 (w) s 1) (e e 7)) =10-2j (s + 7 (w) s 1) sin w,

sin(2wf) 8sinw
onf  w

X(s) =4-2sinc(2f) =8

h@)le{Y@vxeg}le{g<1+ﬂﬂﬁ@oSj1>}]n~1{g(wwﬂm+il)}

Drugi nac¢in, posmatranjem odziva i pobude:
Kako je

x(t) =4 -rect(t/2) =4 (u(t +1) —u(t — 1))
i posto je
y(t) = 10 ((1 - e*(t“)) u(t+1) - (1 - e*(H)> u(t — 1)) ,
o¢igledno je da je odziv na pobudu z1(t) = u(t) jednak y;(t) = L (1 — e~*) u(¢). Prema tome vazi da
je h(t) = M0 — Bt y(p),
b) y1(t) = 5(1 — e ) u(t — 7).

Zadatak 3.36.

Primenom Furijeove transformacije odrediti impulsni odziv sistema opisanih diferencijalnim jednaci-
nama

a) U0 4 ay(t) = (1),

m@“+wu i

) dt2 t
d) 4dy<f> +9 ( )

t)
(1)

+ 23;( )
Resenje:
a) Primeni se Furijeova transformacija na levu i desnu stranu jednakosti.

{0 s ayte)} = F a0}, o) = 30
sY(s)+aY(s) = X(s), s=jw

Y(s) = ffi H(s) = 5%@ = h(t) = FT ' (H(s) = F! (8 i a) — ematy(t)
b)
sY(s)+aY(s) =sX(s), s=jw, x(t)=19(t)
Y(s) = ZXIZ) = H(s) = sj—a =1- S—T—a = h(t)=FT ! {1— sia} = 0(t) —ae " u(t)
c)

s2Y (s) 4+ 6sY (s) +5Y(s) = X(s), x(t) =d(t)

B X(s) B 1 _ 1 _1 1 B 1
V)= arest5 O = 36575 (s+1)(s+5) 4 ((s+1> (s+5>)
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h“)zfvml{i<@i4>‘<aia>}::iFJ{(&in}‘if7ml{@ia>}:1(€¢‘€46““)

d) h(t) = — gz~ u(t) + (1)

Zadatak 3.37.

Za sisteme sa nultim pocetnim uslovima, primenom Furijeove transformacije odrediti impulsni odziv,
odziv na Hevisajdovu jedini¢nu funkciju i nacrtati strukturnu blok Semu koristeéi standardne blokove:

a)ﬁ9+sm”+wm x(t),
b) ¢ ﬁz 281 | 9y (1) = x(t),
c) “4 <>—3“m+ (1)

a) & THO 58D 1 ey(t) = T + 2550 4 4% 4 30 (1),

Resenje:

a) Primenom Furijeove transformacije na levu i desnu stranu jednacine, dobija se: (s% +3s+2)Y (s) =

X(s). Kako Je H(s) = };((‘Z)) == +és = = Sj%l - ;12, primenom inverzne Furijeove transformacije je

h(t)=FT {H(s)} = e tu(t) — e 2t u(t).

Vidi se da je ovaj nacin reSavanja diferencijalne jednacine sa singularnim partikularnim resenjima
daleko jednostavniji nego bilo koji metod u vremenskom domenu.
b) (s2+2s+2)Y(s) = X(s)

Kako je H(s) = XEZ% = =55 = 347 — 513 dobijase h(t) = FT ' {H(s)} = e "u(t) —e > u(t).
c) H(s) = 5 =3 - 33

h(t) = 36(t) — 5e~ 2 u(t)

d) Primenom Furijeove transformacije na levu i desnu stranu jednacine, dobija se:

(52 4+ 55+ 6)Y (s) = (83 + 25% + 45 + 3) X (s).

Kako je H(s) = §(()) SEPHS g3 54 18
5 18
_ —1 _ —1 9 — & - k2t —3t
h(t)=FT " {H(s)} =FT {s 3-——5+ 8+3} §'(t) — 36(t) — 5e =2 u(t) + 18e 3 u(t).

Zadatak 3.38.

Koristeci se definicionim integralom naé¢i Furijeovu transformaciju signala:

a) z(t) = e,
b) z(t) =t - w0t

Resenje:

a)

+o0 +oo +oo

X(jw) _ / e(—a2t2_jwt)dt _ / €7<a2t2+2a%t+(%)27(%)2>dt _ / @_(“t"'%)g_(ifdt
—00 —00 —00
+oo 1 1 +o00o
w jw\2 ] w
S v / e (5 gt = at + 22 = 1) dt = Sdr = X(jw) = ¢ i - - / e Tdr
2a a a
oo s

Sada se resi pomoc¢ni integral prelaskom na polarne koordinate.

0o oo o) 00 2

I= /eTQdT:>I2: /e“Qdu'/evzdv: /6(“2+” dudv = //er2r'dr-dc9:
0 0

—00 —00 —00 —00
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o0

1
=27 <—e_rz> =r=1=+7
2 0
X(juw) = i VT
a

b) Ako je y(t) = e=“0" na osnovu a) vazi da je:
w 2
v(jw) = FT {emnt} = [ 2 emai
wo

1 d 2
2 y(t) =t - e Jwot
7Y@ e ;

Kako je
d
ﬁy(t) = 2wt - €

—w0t2 o
2(.00

primenom Furijeove transformacije na levu i desnu stranu prethodne jednakosti dobija se

1 d _ oo} o Ly — X ) = — i |
]:T{—M-dty(t)}—}“T{t-e }: 2w0ij(jw)—X(]w)— ‘72w0 o

121

Zadatak 3.39.

IzraCunati integral I = [ f(¢)dt ako je:
a) f(t) = 10sinc (#),
b) f(t) = 100sinc (52).

30
Resenje:
a)
o0 oo
1= [ swie= [ s = P,
—o0 —o w—0
Tw i
I = T0rect | — | €7 =170
2m w—0
b)
30w\ _i.s
I=100-30-rect { — | e/ = 100 - 30 = 3000.
2m w—0

Zadatak 3.40.

o
Izracunati integral I = [ f(z)dz ako je:
0

a) f(z) =<2 4 e R, a>0,

1422
b) f(z) =) ae R, a> 0.
Resenje:

a) Posto je f(x) parna funkcija, moZze da se napise da je

T T T cos(aw) 17 edow + e~ daw
2] = / f(z)dz = / f(w)dw = / o2 dw = 5 / de.

—00 —0o0

Ako se uvede smena a = t, dobija se da je

3 Jwt Jwt 7 Jwt 7 Jwt
1 - 1 2 1
21:/6+6dw:/6dw=27r & dw=
2 1+ w? 2 1+ w? 27 1+ w?

— 00 —0o0 —0o0
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. 1 _ 1 1 e ltl
2 FT {1+w2}—27r.7:7' {(1+jw)(1—jw)}_7re .

—a

Posto je a > 0, vazi da je [ = Je
b) I = ge_ka.

4.3 Bodeovi dijagrami

Neka je H(s) = 58 racionalna funkcija sa realnim koeficijentima, kompleksnog argumenta s.

Korenovi polinoma A(s) nazivaju se polovi funkcije H(s), a korenovi polinoma B(s) su nule racionalne
funkcije. Nule i polovi su kompleksne veli¢ine koje mogu imati:

e irealni i imaginarni deo razli¢it od nule,
e samo realni deo razli¢it od nule,
e samo imaginarni deo razli¢it od nule.

Ukoliko je realni deo korena pozitivan onda se koren nalazi u desnoj poluravni koordinatnog sistema
(R{s}, 3{s}) i kaze se da je u desnoj poluravni kompleksne promenljive s. Ukoliko je negativan, nalazi
se u levoj poluravni, a ukoliko je nula, nalazi se na imaginarnoj osi.

Racionalna funkcija se moze napisati u obliku proizvoda ¢lanova prvog reda:

[T (s + snk)™
H(s) =K~

TT (s + spe) %
k

pri ¢emu je oy red k-te nule a oy red k-tog pola. Medusobnim mnoZenjem monoma koji sadrze
konjugovano kompleksne korene, dobijaju se ¢lanovi drugog reda bez kompleksnih koeficijenata.

Generalizovana impedansa kondenzatora i kalema

Kompleksna predstava signala napona i struja u elektri¢nom kolu, moze se dobiti kao Furijeova
transformacija signala struja i napona u vremenskom domenu

FT {ic(t)} = Ic(jw),
FT {ve(t)} = Ve(jw).

Ukoliko su induktivnosti i kapacitivnosti nezavisne od ucestanosti:

. due N dvc | _ . Vo(jw) 1

ic=C pr :>.7:T{zc}—0.7:7'{ 7 }—Cjw}"T{vc}é Tolo) —ij—Zc,
_ gy dig B dig | _ .. . Vi(jw) .

UL—Ldt :>]:T{UL}—L]:T{ dt}—ijfT{zL}: T, Gw) =jwl =Zy.

Radi jednostavnosti, moze se skraé¢eno pisati s = jw. Na osnovu toga:

1

Zo(je) = Zo(s) = ~5

Zr(jw) = Zr(s) = sL.

Funkcija prenosna elektri¢nog kola, primer: H(jw) = “Z((JJZ)) ili H(s) = “Z((Z)), gde je s = jw, istovremeno

je Furijeova transformacija impulsnog odziva kola — odziva na Dirakov impuls.
Ako je prenosna funkcija racionalna funkcija po argumentu s, ona je oblika H(s) = %, gde su

A(s) i B(s) polinomi. Nule polinoma A(s) se nazivaju polovi funkcije prenosa, a nule polinoma B(s) se
nazivaju nule funkcije prenosa. Pri tome nule i polovi koji imaju realni deo razli¢it od nule nisu koreni
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odgovarajuc¢ih kompleksnih polinoma A(w) i B(w) za realne vrednosti ucestanosti w jer je s = jw, a
¢lan (s 4+ wy) = (Jw + R{wn} + 7S {wn}) # 0 za svaku realnu vrednost w.
Polinomi u imeniocu i brojiocu prenosne funkcije se mogu rastaviti na ¢lanove prvog i drugog reda:

o (2 s 5 ) @2k L4 s anik [ o N s - Gn2k
(3 + Wnlk:) s+ S OQnan + Whok Wnik w2, Wn2k Qnak
H(S) =K e = Ao n2 pak .
(S +w lk)aplk (82 +s Wp2k + w2 ) p2k o . s Ok 2 s . p2k
p Qka p2k} ( + wplk) w;2)2k + Wp2k Qp?k + o

Uticaji pojedinih izraza u prenosnoj funkciji na karakteristiku Bodeovih dijagrama

e Uticaj realne konstante Ay = H(0): Uticaj na amplitudsku karakteristiku: dodaje A |H(s)| =
[Aolqp = 20 log;o(Ao)

Uticaj na faznu karakteristiku: dodaje A¢(s) = { 0, Ao >0

—T Ay <0
(0%
e Uticaj ¢lana prvog reda sa realnom nulom (nula je reda «) (1 + i)
Uticaj na amplitudsku karakteristiku:

A o.20dB

ec

+a-20dB/

_—_— - ————-

Wn 10w,

Uticaj na faznu karakteristiku:
1. nula se nalazi u levoj poluravni kompleksne promenljive s, w, > 0

A

w(log)

Y

2. nula se nalazi u desnoj poluravni kompleksne promenljive s, w, < 0
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0 0.1w, Wn, 10wy,

w(log)

-

T
|
|
|
|
|

T
|
|
|
|
|
|

—a- 4%60/dec

o

e Uticaj ¢lana prvog reda sa realnim polom (pol je reda «) (1 +

Uticaj na amplitudsku karakteristiku:

Wp

Ao Wp 10w,

)

—a-20 dB

Uticaj na faznu karakteristiku:

|
—a-20dB/dec
[

w(log)

1. nula se nalazi u levoj poluravni kompleksne promenljive s, w, >0

A

0 0.1wp Wp 10wy,

w(log)

T
I
I
I
I
I
I
—o- 45?0/(100
I
I
I

-
o

A

w(log)

Y
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(6%
e Uticaj ¢lana drugog reda sa parom konjugovano kompleksnih nula (Z—z + ﬁ + 1)

Uticaj na amplitudsku karakteristiku:

A o.404dB

«
Odstupanje karakteristike od idealnog slucaja da dvostrukom nulom (ﬁ + 1) za w = wy jed-

naka je A|H(wy)| = « - log, (é) = —a - 20 log;(Q). Predznak minus zna¢i da za vrednosti Q)
faktora vec¢e od 1 dolazi do ,propadanja” karakteristike ispod 0 dB.

Uticaj na faznu karakteristiku:

1. nula se nalazi u levoj poluravni kompleksne promenljive s, w, >0

A 0>1 Q>1

w(log)

Y

2. nula se nalazi u desnoj poluravni kompleksne promenljive s, w, < 0

A Q>1
0 0.1w, / Wn 10w,, w(log)

-
T T g
|

Le— Q=1
|

—a - 90°

—a - 180°
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(03
e Uticaj ¢lana drugog reda sa parom konjugovano kompleksnih nula (5—22 + wp% + 1)
p

Uticaj na amplitudsku karakteristiku:

U

: 10wy
|
|

—a - 40{B/dec
|

(03
Odstupanje karakteristike od idealnog slu¢aja da dvostrukim polom (wip + 1) za w = w)p jednaka
je A|H(wp)| = a-logyg (Q). Za vrednosti @) faktora vece od 1 dolazi do ,jizbijanja” karakteristike
iznad 0 dB.

Uticaj na faznu karakteristiku:
1. nula se nalazi u levoj poluravni kompleksne promenljive s, w, > 0

A Q>1

0 w(log)

-
P

2. nula se nalazi u desnoj poluravni kompleksne promenljive s, w, <0

A 0>1 Q>1

w(log)

Y

0.1wy, Wp 10w,
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e Uticaj ,nule u nuli”, limo(s +wp)* =5
Wi —>

Amplitudska karakteristika pocinje sa pozitivnim nagibom od « - 20%.

A

+o - 20 dB/dec

Na pocetku fazne karakteristike se dodaje « - 90°.

1
e Uticaj ,pola u nuli”, lim —— =
wp—0 (S + wp)a

—

04B

Amplitudska karakteristika pocinje sa pozitivnim nagibom od —a - 2052

A

N

—a - 20 dB/dec

\ >

Na pocetku fazne karakteristike se oduzima « - 90°.

e Asimptotsko ponaSanje funkcije prenosa kada s — oo

Kada su redovi polinoma u imeniocu i brojiocu prenosne funkcije razli¢iti mogu nastupiti dva
slucaja:

1. H(s) = s* kada s — o0
Amplitudska karakteristika se zavrSava asimptotom prema +o0o pod nagibom od +a-20dB /dec,
a fazna karakteristika sa vrednoséu faze od +a - 90°.

2. H(s) ~ s “ kada s = o0
Tada se amplitudska karakteristika zavrSava asimptotom prema —oo pod nagibom od —a -
20dB/dec, a fazna karakteristika sa vrednoséu faze od —ar - 90°.

NAPOMENA:

Polovi funkcije prenosa u desnoj poluravni, zavisno od interpretacije, mogu da znace da je sistem
nestabilan, ili da je nekauzalan, tako da amplitudska i fazna karakteristika takvog sistema, osim u svega
nekoliko specifi¢nih slucajeva, nemaju prakti¢nog znacaja. Ukoliko se analizom nekog sistema dobiju
polovi u desnoj poluravni, tada se najces¢e radi o gresci u projektovanju ili u samoj analizi.



128 GLAVA 4. FURIJEOVA ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SIGNALA I SISTEMA

4.3.1 Zadaci
Zadatak 3.41.

Ako je A = 1000, Q = 100, wp1 = 1 rad/s, wy1 = 200 rad/s, wne = 40 krad/s, wye = 16 Mrad/s, a
s = jw, odrediti amplitudsku i faznu karakteristiku sistema koji imaju prenosne funkcije:
a) H(S) — A (S+Wn1)(3+wn2)

52 (stwp2)

_ s(s+wn2)?
b) H(s) = —A G

¢) H(s) = A {srem)(s=wn2)

(82+ % stwp1 2) (s—wp2) .

Resenje:

a) Posto je A > 0 i postoji dvostruki pol u nuli, prenosna funkcija se na niskim ucestanostima (kada
s — 0) ponaSa kao H(s) ~ A=5ton2 ~ S% Zbog toga fazna karakteristika na niskim uestanostima iznosi
p

—2-90° = —180°, a amplitudska karakteristika kre¢e od +o0 i opada pod uglom od —2 - 20dB/dec =

—40dB/dec.
Amplitudska karakteristika na ucéestanosti 0.1w,; ima vrednost

(Wnl ) (WnZ)
(0.1wn1) (wp2)

0.1wp1 + Wnl)(o'lwnl + WnQ)
(0.1wn1)2(0.1wn1 + wp2)

A =1.94 dB.

|H(01wn1)|dB =20 loglo A( ~ 20 loglﬂ

Na ucestanostima w € [wp2, wp2] amplitudska karakteristika ima vrednost:

10% w2,

H(j10wpn2)|a = 20 logyq |A n =20 log = —84 dB.
10 5 2 10

102wz wp2

wpg

Na visokim ucestanostima kada s — oo, vazi H(s) ~ A/s. Amplitudska karakteristika se zavrsava
asimptotom prema —oo pod nagibom od —20 dB/dec i fazom od —90°.

2 0[~<=10dB/dec
= -0 20dB/dec
~
E/ -84
o —20dB/dec
<
S
(o]
200 40k 16M
w(log) [rad/s]
0
-45
5 45° /dec —45° /dec
N -90
-135 45° /dec
-180
20 200 2k 4k 40k 400k 1.6M 16M 160M
w(log) [rad/s]
Slika 3.41.1.

b) Posto je A < 01 postoji nula u nuli, fazna karakteristika kre¢e od —180°+90° = —90°. Amplitudska
karakteristika kreée od —oo i raste pod uglom od 20 dB/dec. Amplitudska karakteristika na ucestanosti
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od 0.1wyp; ima vrednost
0.1wp1 (0.1wp1 + wpe)? 0.1wp1 w2y
(0.1wn1 + wpt) (0.1wp1 + wp2)

A =100 dB.

|H (0.1 wp1|ap = 20 logyy [—A ~ 20 logy 0.1wn1 wp2

Kada s — oo, onda je H(s) = —As. Amplitudska karakteristika se zavrSava asimptotom prema
+00 pod nagibom od 20 dB/dec i fazom od ¢(—A) + lim ¢(s) = —180° 4 90° = —90°.
S$—00

2
— +20(dB/dec
3 204
2
= 140 dB/dec
2 100
S 60 +20dB/dec
1 40k 16M 1.6G
w(log) [rad/s]
0
45 —45°/de
90 S,
> —45° /dec +90° /dec
-135
-180
0.1 1 10 4k 40k 400k1.6M 16M 160M 1.6G
w(log) [rad/s]
Slika 3.41.2.

c) Fazna karakteristika kreée od 0°, a amplitudska karakteritika u nuli ima vrednost

2
Wn1 Wn2
2

|H(0)]as = 20 log,, [A =100 dB.

Na ucestanosti wy,1 se nalaze dva konjugovano kompleksan pola, pa amplitudska karakteristika ima

~preskok” od A|H (wp1)|qp = 20 log;((Q) = 40 dB.
Amplitudska karakteristika na ucestanosti od 10w,; ima vrednost

(10wn1)2 Wn2

-—————| =17.95 dB.
(1Own1)2wp2

A

|H (10 wp1]aB = 20 logq

Kada s — oo, onda je H(s) ~ A =60 dB.
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£ 140
2 100
z 60
E; L0 dB/dec 720 dB/dec
S 7.9
a
1 200 16M 1.6G
w(log) [rad/s]
0
-45 —450/(‘1’(‘
o //// +45° /dec
= -90
S-
o d)
135 ///<+90 /dec
-180
0.1 1 1020 2k4k 40k 400k1.6M 16M 160M 1.6G
w(log) [rad/s]
Slika 3.41.3.

Crtanje frekventnih karakteristika efikasno se izvodi koriséenjem softverskog alata Matlab. Sledeéi

program crta sve tri prethodne karakteristike.

% program za crtanje frekventnih karakteristika
sys1=A*(s+Wnl)*(s+Wn2) /(s 2% (s+Wp2))

%formiranje transfer funkcije,
sys2=-Axs*(s+Wn2) ~2/ ((s+Wp1l) * (s+Wp2))

sys3=A*(s+Wnl) ~2*(s-Wn2) / ((s~2+s*Wpl/Q+Wp1~2) * (-Wp2))

figure(1);
bode (sys1);
grid;

figure(2);
bode (sys2) ;
grid;

figure(3);
bode (sys3) ;
grid;

Na slici 3.41.4 su prikazani Bodeovi dijagrami za sva tri slucaja.
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N
=1
S

Magnitude (dB)
o

Phase (deg) Magnitude (dB)

IS
S
S

)
=1
S

200 L s L L L

0 . . , , .
90} /_\
-180 f . . 180 . . . .

102 10* 10° 10° 10° 102 10* 10° 10°
Frequency (rad/s) Frequency (rad/s)

w
S
So

Phase (deg)

S

<)
200

Phase (deg) Magnitude (dB)
° 8

10° 102 10
Frequency (rad/s)

Slika 3.41.4.

Zadatak 3.42.

Nacrtati frekvencuske karakteristike slede¢ih prenosnih funkcija.
a) H( ) o 10 (S+1) (S+1000)

(s+10)(s+)1(00) ) )
540.1) (542000
b) H(s) = 100W»
C) H(S) 10 (S"ro 1)(8+10000)
d) H(s) = s+100)
Resenje:

a) Posto je A = 10 > 0 na niskim udestanostima je H(s) = 20 log, |10 01(1)88 20 dB. Fazna
karakteristika tako kreée od nula, a amplitudska od 20 dB.

Amplitudska karakteristika na ucestanosti 10 ima vrednost |H(j10)|;5 = 60 dB, a u opsegu uce-
stanosti w € [100, 1000] amplitudska karakteristika ima vrednost |H (jw)|qs = 80 dB.

Amplitudska i fazna karakteristika su prikazane na slici 3.42.1.
b) Amplitudske i fazna karakteristika su prikazane na slici 3.42.2.
c) Amplitudska i fazna karakteristika su prikazane na slici 3.42.3.
d) Amplitudska i fazna karakteristika su prikazane na slici 3.42.4.
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20 logy |H (jw)] [dB]

=]

20 logy ‘H(JWN [

T T TT7T7T

T T T TT7T7T

T T T T TT7T7T T

T 7T

TTTT T T

T T T TT7T7T T

T T TT7T7T T

+20d

B/dec

o O

o 0

T10dB/

cC

[\l

oo S

0.1

10

100

w(log) [rad/s]

1k

10k

100k

T T 171717

T

T T 17177

T T T 17177 T

T 71

TTTT T T

T T 171717 T

T T T17T7T7 T

T T 171717 T

180

135

45° /dec

459/

lec

45° /dec

90°/

lec

[

|

L1l | I

Ll | |

L1l |

L] |

L LIl |

L LIl

|

0.01

0.1

10

100

w(log) [rad/s]
Slika 3.42.1.

1k

10k

100k

TTTTTT

T T T TTT7T

T T T TTT7T

T T T TT7T7T

T T T TTT7T

0

T T 1 T 1117 T T 1 T 1117 T T T T T 11T
+20dB/dec =20dB|/dec
O Il Il L1 Il L1 I 1111l Il L1 L 1] I 1111l Il L1 L]
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1k 10k 100k
w(log) [rad/s]

T T T T 11171 T T T T 11171 T T T 111171 T T T T 11171 T T T T 11171 T T T 1117171 T T T T 11171 T T T T 11171
A5° /dee
x /UU\/

I . Il I . Il I i Il I . Il I ... Il I i Il I . Il I ..

0.001

0.01

0.

1 1

1
w(log)

Slika 3.42.

0
[rad/s]
2.

100

1k

10k

100k
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'E‘ 200 T T T T 11171 T T T T 11171 T T T 111171 T T T T 11171 T T T T 11171 T T T 1117171 T T T T 11171 T T T T 11171
= —40dB/dec
3
= 120
= —— —20dB/dec
= L
b-o \
'9 \
o 20
N O Il L L] L L] I 1111l L L] L 1] I 1111l Il L L] L]

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1k 10k 100k

w(log) [rad/s]

180
— 45° /dec
= 9
S-

45° /dec
0

0.001

0.01

0.1

1

10
w(log) [rad/s]

Slika 3.42.3.

100 1k

10k

T T TT7T7T

100k

T T T TT7T7T

T T T TT7T7T

T T TTT7T

T T T T TTT7T T

T T T TT7T7T

T T T T TTT7T

20 dB/de

\

-60

40dB/dec

-140

L L] |

I

| L]

[

[

|

20 logyg [H (jw)] [dB]

0.001

[

0.01

|

LIl

0.1

1 10

w(log) [rad/s]

100

1k

T T 171717

T

10k

T T 171717

T

T T 17177

T

T T 17177

T T T 171717 T

T T T 1717

T T T T17T7T7 T

270

o

45°

/dec

—45° /dec

— 180

90

| L LIl |

L LIl

| L]

|

L LIl

|

L LIl

|

0.001

[

0.01

|

[

0.

1

1 10

w(log) [rad/s]

Slika 3.42.4.

100

1k

10k
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Zadatak 3.43.

Furijeova transformacija impulsnog odziva linearnog sistema je data izrazom:

10 S+ wp
S—|—wp0 s+wp1’

H(s) =

krjd, wpo = 10wy, wpr = 100 wy,.

a) Realizovati sistem koriste¢i idealne operacione pojacavace, kondenzatore od C' = 10 nF i otpornike
po izboru.
b) Odrediti odziv sistema na pobudu v(t) = e “rttu(t — 0.1 s).

gde je w, =1

Resenje:

a)
10 1
H(s) = 10 S+wp 10 (_wpl + wn) 10 (_pr + wp) o~ Wpl Wpo

s+wpo s+wpr  (—wp1 +wpo) (8 +wp1)  (—wpo + wp1) (8 + wpo) - 1—1—0‘%l B 1—|—wip0

Prenosna funkcija moZe da se realizuje pomoc¢u bloka sa slike 3.43.1 Cija je prenosna funkcija

Ry 1
A(s) = — =
(5) 1_|_wipv Wp RQC
C
|
I
Ry Ry
— /M VWWA
_o
Slika 3.43.1.

Na slici 3.43.2 je prikazana traZena realizacija.
Na osnovu slike 3.43.2 vazi da je:

odakle se vidi da je Ry = 10 Ry = wp% =1k, a R3=Ry = wp% =10 k.
b) v(t) = e Ol 5wt g=wpr (t=018) (¢t — (.1 s)

1
S+wp1

vi(t) =e “ntut) = Vi(s) =

10 (s 4 wy)
(s 4+ wpo) (s + wp1)?

Yl(S) =

Zadatak 3.44.

Ako je operacioni pojacavac idealan, za kolo sa slike 3.44.1:
a) Odrediti prenosnu funkeciju.

b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku.

c) Odrediti propusni opseg i objasniti funkciju kola.
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C
I
1
Rl R2
VA VA
- R R
VWA VA
+
o— o -
C
I —
1
R3 Ry
VA VA
- R
VWA
+
) ER
Slika 3.43.2.
2R
A
C C
N | I G |
© 1 1 +
—o
. _
2R
— VA
R
Slika 3.44.1.

Resenje:

a) Posto je pojacanje od neinvertujuceg ulaza do izlaza jednako 3, dovoljno je postaviti samo dve
jednacine za potencijale ¢vorova.

1 1
%(SC+SC+2R>—VQ-SC—3VQ-2R: W sC

1

Sredeno:

(4sCR+1)V; — (2sCR+3) V3 = 2sCR - V,
—SCR-Vi+ (sCR+1)V,=0
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Kako je potrebno naé¢i samo napon Va:

2sCR-sCR 252 R2(C?

V() = eRT 1) sCR+ 1) = sCR@CR T 3) ") = 2e2mecr 1 aspo 110

Na osnovu toga je
352
Vi(s) = 3Va(s) =

= Va(s).
2 s 1 u
S + %(ﬁRC) + 2R202

Posto je Q > %, prenosna funkcija nema realnih polova pa se piSe u obliku

V;; 2
H(s) = (s) = Voo wf 2"
Va(s) s2+ G s+ wp
b)
E‘ T 11
10
;% +40dB/dec
= -30
k3
<
Co\] [
0.1w, Wp
w(log) [rad/s]
180 T 1 1 T 11
OE 90 —90°/dec
O 1 |- 1 L1 |
0.1w, W 100,
w(log) [rad/s]
Slika 3.44.2.

c) Kolo ima funkciju filtera propusnika visokih ucestanosti, i za njega se definiSe nepropusni opseg.
Granice nepropusnog opsega se definise kao uCestanost na kojoj je pojacanje za “3 dB manje u odnosu
na vrednost u propusnom opsegu (1/2 puta manje). Sa slike 3.44.2 je o¢igledno da je granica wp tako
da nepropusni opseg iznosi BR = wp = ﬁ.

NAPOMENA:

Amplitudske i fazne karakteristike elektri¢nih kola se efikasno analiziraju upotrebom softverskih
alata za simulaciju elektri¢nih kola, kao $to je Pspice — standardni softverski alat prihvacen u industriji.
Novije verzije Matlaba imaju Simulink biblioteke za simulaciju elektri¢nih kola, kao i interfejs prema
programu Pspice.

Zadatak 3.45.

Ako je operacioni pojacavac idealan, za kolo sa slike 3.45.1:

a) Odrediti prenosnu funkciju.

b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku za Ry = R i C = Cs.

c) Odrediti propusni opseg i objasniti funkciju kola u zavisnosti od promene @) faktora.
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Cy
[|
I
Ry
VWA
VU R] Cl
— W -+
—o
Slika 3.45.1.
Resenje:
a) Kao i u prethodnom zadatku, dovoljne su samo dve jednacine:
Vi(sCq + sC —i—i)—V’ sCy =V, €L
1(sC1 2T R, i 2=V o
1
—-V1-sCy —V;-—=0.
1501 o
Sredeno:
Vi(sRiC1 + sRiCo+ 1) = Vi - sR1Cy =V,
Vi-sRoC1 4+ V; = 0.
‘/;: _ _SRQCI _RISCQ Vu

Vi=
R1C) + sRiCy + 1) + sR,Cy - sRyC 1 L ;
(sB1C1 + sRiCo + 1) + sR1Ca - sReCh 82+3<RQCQ+R201>+R1R20102

_ Vi(s) K s
~ Vals) 2+ s+ wp?

f__ 1 [ Ra

K — 1 w 1 Q R1R2C1Co Ry 1
T RO =\ R RCiCo’ -1 T = =5
R,Cy R1R2C1Cy o T ’me, /% + /% 2

1 2

~ Vi(s) s
Vu(s) (8+wp)2'
b) Na slici 3.45.1 prikazane su amplitudska i fazna karakteristika kola sa slike 3.45.1.

Prema tome

137

c¢) Granice propusnog opsega se definisu kao ucestanosti na kojima pojacanje opadne za “3 dB u odnosu
na maksimalnu vrednost (v/2puta manje u odnosu na maksimalnu vrednost). Maksimalna vrednost

pojacanja se dobija na ucestanosti w = wp i iznosi: Amax = 20log |H (wp)| = 20log (K - Q/wp).

Na granici propusnog opsega vazi da je

2
20log |H (wgr)| = Amax —3dB = 20log <\2[ \H(wp)|) ,

2 2 1
|H(wgr)| = K War g W  _V2,.Q V2.1

(\/w2 +w2)2 witwp 2 wp 4 wp
gr p

Na osnovu toga se dobijaju gornja i donja grani¢na ucestanost:

wST — Zﬂwagr + wg =0= Wyrq g = (:I:l + \/§> wp.



138 GLAVA 4. FURIJEOVA ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SIGNALA I SISTEMA

[H(jwp)laB

+20dB/dec —20dB/dec

[H(jwp)lgp — 40
0.01w, Wp 100wy,
w(log) [rad/s]

20 logy |H (jw)| [dB]

-90
OE -180 —90°/dec
-270
0.1w, wp 100,
w(log) [rad/s]
Slika 3.45.2.

Propusni opseg je jednak razlici gornje i donje grani¢ne ucestanosti i iznosi:
BW = Wgrl — Wgrg = (1 + \/§> wp — (—1 + \/§> wp = 2wp.

Poveéavanjem @) faktora povecava se i poja¢anje u propusnom opsegu, ali se zato propusni opseg suzava.

Zadatak 3.46.

Ako je operacioni pojacavac idealan, za kolo sa slike 3.46.1:

a) Odrediti prenosnu funkeciju.

b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku za a) Ry = 10kQ2, Re = 33012, C; = 10nF, Cy = 100nF.
c¢) Objasniti funkciju kola.

Ch
||
I
U Rg Rl
— /MW VWWA + vy
——O
Cs p— _
3R
L W
2,
Slika 3.46.1.

Resenje:
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a)
Vi(s) K
H = =
=) Vu(s) 82+ s+ wp?

1
. i VmroT
ke 4 L _ \/7 Q-
RiC1R2Co b R1RyC1Co Rllcl + R2101 o R1302

b) Racunaju se vrednosti K = 1.21 - 10, w, = 17.408%, @ = 0.0561. Kako je @ < 1, postoje dva
realna pola wp1 = 98.123% iwp = 30.9081‘2—ad u levoj poluravni. Bodeove karakteristike su prikazane

na slici 3.46.2.

m 12
= —20dB/dec
3
= -38
= —40 dB/dec
&0
<
S o118
98 30.9k
w(log) [rad/s]
0
+45° /dec
5 -90
—45° /dec
-180
9.8 98 980 3.09k 30.9k 309k
w(log) [rad/s]
Slika 3.46.2.

c) Kolo ima funkciju filtera propusnika niskih ucestanosti. Za njega se definiSe propusni opseg i on

. . . 1
iznosi BW = ROTB"

Zadatak 3.47.

Za kolo sa slike 3.47.1 je poznato Ry = Ry = 10 k2, C7 = 100 uF i Cy = 20 uF.
a) Odrediti prenosnu funkeciju.

b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku.

c) Odrediti ustaljeni odziv ako je vy (t) = 1 V (10 + sin(¢) — cos(10°¢)).

d) Odrediti potpuni odziv ako je vy (t) = 10 mV u(t).

Resenje:

a) H(s) = o33

b) Posto je faktor dobrote kola @ = 1, moZe se smatrati da kolo ima dvostruki realni pol na kruznoj
uCestanosti wp = /5 &~ 2 %.

c) Na osnovu b) jednosmerni signal se propusta nepromenjen, dok se signal na w = 10° % prakti¢no
uopste ne propusta. Zato je otrebno odrediti odziv samo za signal na kruznoj ucestanosti w = 1 %.

Y (jw) = X (jw) H(jw) = 5—;7123&; (0(w+1) = d(w—1) =5jr <55£w1t12)j - 55£w1__|_12)j> -
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(&
||
I
v Rz Rl
— MW VWW + vy
——o
Cs p— -
3R
L AV
R
Slika 3.47.1.
o)
=0
3
2
T —40dB/dec
0
= -80
o
(o]
2
w(log) [rad/s]
O T 1 1 T 11
5 —90°/dec
N -90
_180 L1 | -
0.2 2 20
w(log) [rad/s]
Slika 3.47.2.

T () 1)+ (2 )0 1) =

Prema tome je: v7(t) =1V (10 + sin(¢t) —

1
2
_ =l DR S G el s+2
d) vr(t) =10 mV - FT {3(32+23+5)}_10mv FT {s G 12+ 2

1 2 cos(2t) + sin(2t) e_t> a(t)

:10m\/( 5

Zadatak 3.48.

Za kolo sa slike 3.48.1 u opstim brojevima odrediti prenosnu funkciju svih kola sa slike. Objasniti

njihovu funkciju.
Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku ako je R = R1 = Ro=R3=R=1kQiC; =Cy=C =

100 nF.
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Cy Cy
[| [|
Il Il
Ry Ry
VWA VWA
R Ch Cy Ch
R R
L o1
% Ry + % R, +
— a) — b)
Ry
VWA
Cy
[|
Il
Ry Ry
oMW
L our
_ +
1 ) c)
Slika 3.48.1.

Resenje:

a) Prenosna funkcija za kolo sa slike 3.48.1a je:

B sC1 RoRs
s2C1Cy RoR1Ry + s (Cl + CQ) RoR1 + Ry + Ry ’

H(s) =

_S_
CR

a za date brojne vrednosti je H(s) = ———;
predstavlja filtar propusnik opsega ucestanosti.
Na slici 3.48.2 su prikazani Bodeovi dijagrami.

b) Prenosna funkcija za kolo sa slike 3.48.1b je:

H(S) _ 82 C()Cl RlRQ
s2C1C2 RiRy+ s (C1+Co+ C3) Ry + 17
82
a za date brojne vrednosti je H(s) = — CR , pa je wp = ﬁ = 10% i

2, 3 1
predstavlja filtar propusnik visokih ucestanosti.
Bodeovi dijagrami se crtaju kao u prethodnim zadacima.
b) Prenosna funkcija za kolo sa slike 3.48.1b je:

R3

H = — ,
(S) s2C1Cy Ri1RyR3 + s C} (R1R2 + R1R3 +R2R3) + Ry

: 1 krad
> ba je wp = s = 1055

a za date brojne vrednosti je H(s) = —

predstavlja filtar propusnik niskih ucestanosti.
Bodeovi dijagrami se crtaju kao u prethodnim zadacima.

i Q

-, pajewp = 42 =10v252d § @ = ¥2 Kolo

iQ = % Kolo

= % Kolo
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—_
N
[\

T T T T 1 T T T T T T 177

T T T T T 177 T T T T 1 177

20 dR Ps
// [TV sy K

/

20 logy | H (jw)| [dB]
:/
O
[em)
o
us)
oy

100 1k 10k 100k 1M
w(log) [rad/s]

T T T T T T 7T T 7T

& —

90
0 Il Il Il Il ) Il Il Il Il ) - Il Il Il Il ) Il Il Il Il )
100 1k 10k 100k 1M
w(log) [rad/s]
Slika 3.48.2.

Zadatak 3.49.

Za kolo sa slike 3.49.1:

a) Odrediti ulaznu impedansu.
b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku ulazne admitanse ako je Yi(s) = 0.5, Ya(s) = s — 10,

Y3(s) = s, Ya(s) = s+ 500, Y5(s) = s — 100000.

Vo C
el gdngdl o Vi(s)
Vir(s) o B Vs (s)
1
Slika 3.49.1.

Resenje:

a) Posto su operacioni pojacavaéi idealni i postoji negativna povratna sprega, ¢vorovi A, B i C su na
istom potencijalu koji je jednak Vi (s), s = jw. Da bi se izra¢unala ulazna impedansa, potrebno je naci
ulaznu struju, a za to je potrebno odrediti potencijal Vi:

W -W
=7

Iy =W -Vi)n.
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Posto nije poznata izlazna struja pojacavaca, nije moguée postaviti jednacine po metodu potencijala
¢vorova za potencijale Vi 1 Vo, ali je moguce za ¢vorove B i C jer je ulazna struja operacionih pojacavaca

jednaka nuli, s tim $to je njihov potencijal poznat i iznosi V.

Vo(s)(Ya + Ys) — Va(s)Ys = Vir(Ya + Y5) — VaYy = 0
Vi (s)(Ys + Y2) — Va(s)Ys — Vi(s)Y = Vir(Ys + Ya) — oY3 — Vi¥a = 0

Resavanjem ovog sistema dobija se

Y3Y; Vo —W1 Y1Y3Y5 ZoZy
vi=v(1- Iy = = (V- WY1 = =
1 VU< Y2Y4> = Iy 7 Vo -Vi)Y1=Ww VLY, VU2123237
Vi Y5V, 72,757
ZU = ﬁ = Y1§/3§'5 = 1Z2%45'
b)
Y1(s)Y3(s)Y5(s) s(s —100000)
YU(S) = =0. 5
Ya(s)Ya(s) (s —10)(s + 500)
1-100000
Yy (51 rad ~ 20 1 0.5———| =20 dB.
VD71 v 9~ 20 o 05 5|
2 40
3
=
W +20dB/dec —20dB/dec
20
= -6
0.1 10 500 100k 10M
w(log) [rad/s]
166.5
+45° /dec T~ —45° /dec
5 90
—45° /dec
0.1 1 10 50 500 5k 10k 100k 1M 10M

w(log) [rad/s]
Slika 3.49.2.
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Zadatak 3.50.

Dato je elektri¢no kolo na slici 3.50.1 ¢ija je funkcija prenosa definisana izrazom V,(s)/Vy(s) = H(s) =
52 —&_—l()l;—&—c ’
a) Ako su vrednosti kondenzatora u kolu 1 uF, Rs = 10 k2, odrediti vrednosti ostalih otpornika u kolu

tako da vrednosti konstanti u prenosnoj funkciji budu a = 104, b = 102, ¢ = 106.
b) Nacrtati Bodeove asimptotske karakteristike kola.
c) Odrediti prinudni prelazni i ustaljeni odziv kola ako je vy(t) = 3V - u(t — 3 s) + t2e54(2).

R3

Ry

A
Cy
Cy
q
Ry || Re

(1o MW > R, l —WW—t
—/ VWA - Rs
1k vil(t) VVV B

Slika 3.50.1.

Resenje:

S
_ C1Ry
a) H(s) = — . 7
s? + + :
ClR1 0102R2R3R5

1
= — = 10012
a CR4:>R4 00

1
b= — =10 k2
CR12>R1 0

¢ = Rs/C? RyRsRs5 = Rg = R5, Rz = Ry =1kQ

b) Na slici 3.50.2 su prikazani Bodeovi dijagrami.
c) vo(t) = —2004/ 135 Ve =3 sin(50v/399 - (t — 3))u(t — 3)

Zadatak 3.51.

a) Odredi prenosnu funkciju kola sa slike 3.51.1 ako je C' = 1puF i R = 10 kQ.
b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku kola.
c) Odrediti ustaljeni odziv kola ako je vy (t) =1 V (1 4 cos?(10%¢)).

Resenje:
a) Dve jednacine po metodi potencijala ¢vorova V; i Vi daju:

Vi (sC+5sC+ %) —VisC = VysC,
—VisC+Vp (SC—F%‘F%):L}%.
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20

0 +20dB/dec —20dB/dec

20 logyq |H (jw)| [dB]

| | S N N N A | | S I I N N | | I I I S | | N S

10 100 1k 10k 100k
w(log) [rad/s]

T T T T T 177 T T T T T 177 T T T T 1 T T T T T 1 T

270 ﬁ
E 180 L

90
10 100 1k 10k 100k

w(log) [rad/s]
Slika 3.50.2.
R

C C
VU 0—4 —o UI

Slika 3.51.1.

MnozZenjem obe jednacine sa R, dobija se sistem linearnih jednacina sa dve nepoznate:

Vi (2sCR+1) — Vi sCR = Vi sCR,
~V1sCR+V; (sCR+11) = Vy,

Cija je determinanta

A = (1+25CR) (11 + sCR) — (sCR)? = (sCR)? +23sCR + 11 ~ (sCR + 0.5) (sCR + 22.5).

Determinanta po naponu V7 je

|1+ 2sCR sCRVy
AVr = det _sCR Vi =(1 +$CR) Vu,
pa je )
(1+ sCR)? 1 (1 + r)
VI ~ VU ~ — ]
Wpl wpg

gdejewn:R—lczloO%,wpl RC_E'O@“"?_W 2250rad

b) Fazna karakteristika u intervalima w € [5%24 rad IOrad] iw e [1000%2d rad 22500rad] opada sa —45° /dec.
U intervalima w € [10%, 225%] iwe [500r2d, 1000r2d] faza raste sa nagibom 45°/dec.

c) vr(t) =1V (£ + 3 cos(2-10°¢))
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m
=0
3
2
=
[e)
& 20
<
= 26
(o]
) 50 100 2250
w(log) [rad/s]
90

60.84
. 4T.29
S-

0
-13.6
5 10 225 500 1k 22.5k
w(log) [rad/s]
Slika 3.49.2.

4.4 Furijeovi redovi diskretnih signala

Razvoj diskretnog signala x[n] u Furijeov red se ra¢una

1 - 2mkn

Xkl=~— > zl]e’ ¥, 0<k<Np-—L
n=(Np)

Koristeci koeficijente razvoja u Furijeov red , signal x[n] se moze predstaviti kao:

il = 3 XK

k=(NF)

ng<n<ng+ Np—1.



4.4. FURIJEOVI REDOVI DISKRETNIH SIGNALA

4.4.1 Osobine koeficijenata Furijeovih redova

Original z[n] = z[n + p Np] Slika X [k]
ax[n] + by[n] aX[k] + bY [k]
x[n — ng X [k] 6_427;%
& N 2in] X[k — ko]
x[—n] X[k
x*[n] X*[—K]
2] = llmen L xm
0, drugde, "
X[E], hez
z[n] Nr =m Ny
0 kez
x[n] * y[n] No X [k] Y[K]
x[n] y[n] X[k @ Yk]
2] — zfn — 1] (1 ¢ 213?") X[K]
> alm e XIK
l—e " Mr

147
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Zadatak 3.52.

Dat je diskretni signal x[n] koji zadovoljava sledeée osobine:
1) Osnovna perioda signala je N = 6.

5
2) > zn] =
n?()
3) ¥ (1) afn] = 1.

4) Si_gnal ima minimalnu srednju snagu od svih signala koji zadovoljavaju prethodna tri uslova.
Odrediti signal z[n] i razvo]j u Furijeov red X|[k].

Resenje:
N-1 5 . 27
Na osnovu uslova pod 2) je X[0] = % zln) = § 3 z[n] = §. Kako je (=1)" = e = ¢~ 6 3,
=0 =0
a+N—-1 " o "
onda se ratuna da je X[3] = &+ Y z[n]e ¥ N =1 Y (-1)"-zn] = ¢.
n=a n=2

Na osnovu Parsevalove teoreme srednja snaga diskretnog signala z[n] je jednaka P = Y |X[k]|?> =

> | X[k]|?. Kako su vrednosti razvoja u Furijeov red za k = 0 i k = 3 razli¢ite od nule, onda se

minimalna snaga dobija kada su sve ostale vrednosti razvoja jednake nuli, odnosno ako je X[1] =
X[2] = X[4] = X[5] =0.
Signal z[n] je tada: z[n] = X[0] + X [3]e/"™ = 1 + (_é)n.

Zadatak 3.53.

Dat je diskretni signal x[n] ¢iji je osnovni period N = 10, a nenulti koeficijenti njegovog razvoja u
kompleksni Furijeov red su: X[0] = 1, X[2] = X*[-2] = €5 i X[4] = X*[—4] = 2¢/5. Odrediti signal

Resenje:
Na osnovu definicije je z[n] = > X[k] e’ 27;\];”, pa je:
k=(N)
oln) = X[0] + X[2] ¢/ T + X[~2] e T + X[4] & T + X[-4) eI T =

Zadatak 3.54.

+o00
Razviti na osnovnoj periodi signal z[n] = > (46[n — 4m] + 8d[n — 1 — 4m]).
m=—oo
Resenje:
Osnovni period signala je N = 4.

3 3
1 2mkn 1 QTrkn . kn -k
_ -J [ _ _ — —J 5
=~ g xznje ™ N =1 E x[n]e” g n|+8d[n —1])e” =1+2e72
n=(N) n=0

n=0

=~ =
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Koeficijenti razvoja su: X[0] =1, X[1] =1— 25, X[2] =—-11 X[3] =1+ 2j.

Zadatak 3.55.

Dat je periodi¢ni realni neparni diskretni signal [n] osnovnog perioda N = 7 ¢iji su koeficijenti razvoja
u Furijeov red X[k]. Ako je X[15] = j, X[16] = 2j i X[17] = 3j, odrediti X[0], X[—1], X[-2] i X[-3].

Resenje:
Razvoj u Furijeov red je periodi¢an sa periodom N. Tako je X[1] = X[15] = j, X[2] = X[16] = 25 i

X[3] = X[17] = 3j. Kako je signal z[n] realan i neparan, vazi da je X[0] i da je X[—1] = —X][1] = —j,
X[-2]=-X[2]=-2j 1 X[-3] = —X[3] = —3j.

Zadatak 3.56.

Date su dve periodi¢ne diskretne sekvence x1[n]| i z2[n] ¢ji je osnovni period N = 4, a koeficijenti
. .. FR . FR C .
razvoja u Furijeov red z1[n] &= ay 1 x2[n] 4= B, pri ¢emu je:

an a2

0402043:2—221, Bo= 1= P2 =p3=1.

Koristeci osobine Furijeovih redova odrediti koeficijente razvoja u Furijeov red sekvence g[n| = z1[n] x2[n].
Resenje:
Proizvod dva signala odgovara konvoluciji Furijeovih redova datih signala. Neka je g[n] PN Y-

3
Yo=Y 0gBrq=_ 0gBrq=00Bk+ a1+ 0B 2+ asfia=

g=(N) q=0

=ap+ar+ar+az3 =6

Zadatak 3.57.

Data su sledeca tri diskretna signala ¢iji je osnovni period N = 6:

2 2

z[n] =1+ cos “mn ) y[n] = sin UL , z[n| = x[n] y[n].
6 6 4

a) Odrediti razvoj u Furijeov red signala z[n].

b) Odrediti razvoj u Furijeov red signala y[n].

c) Odrediti razvoj u Furijeov red signala z[n| koristeci rezultate iz tacaka a) i b).

Resenje:
c27n :27n

) ele fe e e . . 1
a) Kako je z[n] =1+ — koeficijenti razvoja u red su: X[0] =11 X[1] = X[-1] = 3.

' ol (352+5) _ =i (552 +5) _ , ~i (1)
a) Kako je y[n] = 57 , koeficijenti razvoja u red su: Y[1] = Y*[-1] = &

J
2
c¢) Kako je z[n] = z[n] y[n] LN Zlkl = >, Xlq) Y[k — ¢|, racunaju se koeficijenti razvoja u Furijeov
q=—2

(9) e (%)

red: 2[0] = 5 z11) = 2 -1) = <A Zp9) = 272 =
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Zadatak 3.58.

Dat je diskretni signal

koji je periodi¢an sa periodom N = 10, a koeficijenti razvoja u Furijeov red su dati sa X[k]. Neka je
signal g[n] = z[n] — z[n — 1].

a) Pokazati da je signal g[n] periodican sa periodom N.

b) Odrediti koeficijente razvoja signala g[n] u Furijeov red.

c) Koristeci osobine Furijeovih redova i rezultata iz tacke b) odrediti X [k] za k # 0.

Resenje:

a) Signal g[n] ima nenulte odbirke samo za n = 0 i n = 8 u toku jedne periode N = 10.

+o0
gln] = Z (0[n — 10m) — é[n — 8 — 10m])

m=—0o0

b) Koeficijenti razvoja u Furijeov red su:

9 _; 8wk
wkn 1_6‘7 5

Gk = Tlo S (3l — o — 8]) e = 120

- 27k

¢) Kako je g[n] = a[n] — z[n — 1], mora da vazi G[k] = X[k] — e~ 50 X[k] = (1 e T’“) X[k].

. 87k
1—67]%

10 (1 e L’“)

X[k] =
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4.5 Furijeova transformacija diskretnih signala

4.5.1 Osobine Furijeove transformacije

Original z[n] Slika X ()
az[n] + by[n] aX (jQ) + bY (j2)
ol = ol X(j60) o
ol 5% X(i(2 - )
ol sin(@an) FOXGHR+ 90)) = X(G (2 - )
ol cos(Sn) 5 (XG 0+ 90)) + X( (2 - )
a X*(=j9)
w[=n] X (=j%)
z]—n] = z[n], z[n] € R X(j9Q)
z[-n] = —z[n], z[n] € R _X(jQ)
n z[n] J 36X ()
(1) = () XGY ()
o] yln) XU 8 YU = & [ X(@-N) YN
sl — ol — 1 (1= %) x(2)
S ) = (Z Do+ Xéo) comb ()
X = X (=)
R X2} = REX (-0}
sl € R S XU} = ~S {X (50}
X = 1X(~9)
arg(X(j) = — arg(X(~j9)
Parsevalova teorema
S el | XU EVER) =4 [ XUV
5 ) XU © X6 = & [ IX(G9)Pa0
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4.5.2 Tablice Furijeove transformacije

z[n] X
d[n] 1
d[n — no) e~Jmo
+oo Qr  E>o
> 8[n—pN] ~ X Q-
p=—00 N k’:—OO
“+oo
1 21 > 0(Q — 2km)
k=—00
] 2
sgn[n] TR
. +o0o
AL 2 > 6(Q2 — Qo — 2kn)
k=—0o0
+o00o
cos(Qon) T > [0(Q2— Qo —2m) + 6(Q+ Qo — 2Im)]
l=—oc0
too . ,
cos(Qon + O) T 3 [996(Q — Qo —2i7) + O 5(Q + Qp — 207)]
|=—00
m P
sin(Qon) 7 > [0(2— Qo —2im) — 6(Q2 + Qo — 2I7)]
l=—00
“+o00o . .
sin(Qon + ©) g S €70 5(Q — Qg — 20m) — e IO §(Q + Qg — 2r)]
l=—00
1 oo
u[n] m + 7 k:;wé(g — Qkﬂ')
a"uln|, |a| <1 _
g 1 —ae 79
1
n+1)a™uln|, la| <1 —
( ) [ ] | ‘ (1 _ e—jQ)2
(n+7r—1)! 1
Wrr=2) n 1 -
n!(r—1) a*uln], | < (1 —e 99"
rect, ] SIH(Q(.NIJ 0.5))
Sin (5)
sin(Win) Wi . win tor Q
T:7smc( 1 ), O<Wi<m kzz_oorect(m—Zkﬂ)
(1 - @) rect, [n] 7 sinc? (72)
2nm +oo
> apel? N 2 > a6 (- %X
p=(N) k=—o00
1 21

1€2]
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Zadatak 3.59.

Neka je dat diskretni signal x[n] ¢ija je Furijeova transformacija X (j€2). Odrediti Furijeovu transfor-
maciju signala xi[n] = z[1 — n] + z[—1 — n].

Resenje:

. L. . . .. . FT. .
Koristeéi osobinu inverzije u vremenskom domenu imamo: x[—n| ¢ X (—5).
Koristeéi osobine pomeraja u vremenu se odreduje:

2[-n +1] L5 =1 X (—5Q),

2[-n — 1] &L 12 X (—5Q).

21n] &5 X1(jQ) = e 92 X (—jQ) + /2 X (—jQ) = 2 cos(Q) X(—jQ)

Zadatak 3.60.

Ako se neki diskretni linearni vremenski nepromenljivi sistem ¢iji je impulsni odziv h[n] = 27" u[n]
pobudi signalom z[n] = (2)" u[n], primenom Furijeove transformacije diskretnog signala odrediti odziv

sistema u vremenskom i frekvencijskom domenu.

Resenje:

n

Izveséemo oblik Furijeove transformacije diskretnog signala z[n] = a™ u[n], pri ¢emu je |a| < 1. Furije-

ova transformacija je:

+o0 +o0 1
FO)) — n —jQn _ —jo\" _
Z(jQ) = Z a" ulnje —Z(ae ) = 1= (ae %)
n=—00 n=0
jer je |ae™%| = |a| |e™?| = |a| < 1.
1
Primenom prethodne formule je X (jQ) = ——5—5 i H(jQ?) = ——5—5. Odziv sistema u
].—Zeijﬂ 1—567‘79
1 1 3 2

frekvencijskom domenu je Y (jQ) = X (52) H(jQ) = PR — =1 %e*jﬂ_ e

Odnosno u vremenskom domenu je:

yin] = 3 <z)n ufn] — 2 (;)n ufn].

Zadatak 3.61.

Linearni diskretni sistem ¢iji je impulsni odziv hi[n] = 37" u[n] vezan je paralelno sa drugim linearnim
diskretnim sistemom ¢iji je impulsni odziv hg[n]. Odrediti ho[n] ako je frekvencijska karakteristika
kompletnog sistema:

12+ 5¢799

H(G) = 12 — 7Te 79 4+ =29

Resenje:
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1

Furijeova transformacija sistema hi[n] je prema zadatku 3.60 jednaka: H;(j2) = T I.0 Paralel-
nom vezom sistema se dobija sistem h[n] = hi[n] + ha[n], odnosno u Furijeovom domenu H(j$2) =
H,(jQ) + H2(j?). Rauna se:

—12 4+ 570 3 B 8 (e_jQ —3) _ 2

Ha(j) = HGO)=HUY = 5 o ma T o 3 (e =3) (e —4)  1—fe i

odnosno h[n] = —2 (1)" u[n).

Zadatak 3.62.

Koristeéi konvoluciju u vremenskom domenu i teoreme Furijeove transfermacije diskretnog signala
odrediti inverznu Furijeovu transformaciju signala X (jQ) = (1 —ae 7)™ za |a| < 1.

Resenje:
Konvolucija dva signala u vremenskom domenu odgovara proizvodu u Furijeovom domenu:

x1[n] * xo[n] AR X1(792) Xa2(592).

Na osnovu zadatka 3.60 je poznato da je za signal z1[n] = a™ u[n], Furijeova transformacija jednaka
X1(jQ) = (1- ae‘jQ)_l. Tako se moZe napisati da je X (jQ) = X1(jQ) X1(jQ), odnosno u vremen-
skom domenu vazi da je: z[n| = x1[n] * z1[n].

n

+o0
Z a™ um]a" "™ uln —m] =d" un Zl— (n+1)a" un]

m=—0oQ

Zadatak 3.63.

Dat je linearni vremenski nepromenljivi diskretni sistem koji ima impulsni odziv h[n] i frekvencijsku
karakteristiku H (j€2). Poznato je da sistem pobuden ulaznim signalom z[n| = cos(n€y) kao odziv daje
signal y[n] = |Q| cos(ny) u celom osnovnom opsegu ucestanosti —m < Qg < 7. Odrediti H(jQ) i
impulsni odziv sistema h[n].

Resenje:
Vidi se da je z[n] = cos(np) = % (ej”QO + e*j”QO) iyln| = @ (ej”QO + e*j”QO), pa je ocigledno:
H(j2) = (9.

Inverznom Furijeovom transformacijom se dobija impulsni odziv.

0 T
1 : 1 .
hln] = /H]Q JQ"dQ—/ JQ”dQ—i—/QeJQ”dQ:
2 2
0
1 1
/QwWﬂMQ—ww?)
7T nem

0
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4.6 Filtri
Zadatak 3.64.

Posmatrajmo sistem sa slede¢om frekvencijskom karakteristikom:

, 1, |w| <100,
H(jw) =

0, |w|> 100.

Ulazni signal u ovaj sistem je periodicni signal z(t) ¢iji je osnovni period Ty = §, a ¢iji su koeficijenti
razvoja u Furijeov red X|[k]. Ispitivanjem izlaznog signala je nadeno da je uvek y(t) = x(t). Odrediti
opseg indeksa k u kome moze biti X[k] # 0.

Resenje:

Sistem opisan frekvencijskom karakteristikom H (jw) predstavlja idealni filtar propusnik niskih ucesta-
nosti. Da bi Y (jw) = X (jw) kao u uslovu zadatka, potrebno je da u sprektru signala x(t) ne postoji
nijedna komponenta ¢ija je u¢estanost veca od w. = 100 %. Znaci da je potrebno da vazi |kwy| < we.

ako je wp = 7 = 12 2, onda mora da vazi < , odnosno za k € Z je |k| <8.
Kako j QTg 12r2d d d 71 |12 k| < 100, od keZijelk| <8

Zadatak 3.65.

Idealni kontinualni sistem propusnik visokih ucestanosti ima frekvencijsku karakteristiku:

1, |w| > we,
0, lw| < we.

a) Odrediti impulsni odziv ovog sistema.
b) Sta se deSava sa impulsnim odzivom kada se menja grani¢na ucestanost w.?

Resenje:

a) Vidi se da je H(jw) =1 — Hyp(jw), gde je:
L, ’w| < we,
0, lw| > we,

i predstavlja propusnik niskih u¢estanosti. Na osnovu osobine linearnosti je: h(t) = 0(t) — hyp(t), gde
je na osnovu Furijeovih transformacija:

hyp(t) = SIHE::J)
(e) = o(r) - D

b) Kada w, raste, priguSeni deo impulsnog odziva se komprimuje, a njegova amplituda raste. Zato
impulsni odziv postaje vige koncentrisan oko koordinatnog pocetka. U grani¢nom slucajuje lim h(t) =
We—r00

0.
Kada w,. opada, priguseni sinusoidalni deo se §iri, a njegova amplituda opada, pa je u grani¢nom
slucaju limO h(t) = o(t).
We—>
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Zadatak 3.66.

Frekvencijska karakteristika linearnog kontinualnog sistema propusnika opsega ucestanosti data je iz-
razom:

_ L, we < w| < 3w,
H(jw) =

0, drugde.

Pokazati da impulsni odziv ovog sistema h(t) ima oblik h(t) = (%) g(t). Odrediti g(t).

Resenje:

Frekvencijska karakteristika sistema se moze izraziti preko Hyp(jw) definisanog kao u zadatku 3.65
kao: H(jw) = Hvp(j (w — 2w.)) + Hyrp(j (w + 2w.)). Primenom inverzne Furijeove transformacije se
dobija:

h(t) = hwp(t) € 2 + hyp(t) e 2 = 2hyp(t) cos(2wet) = pSin(wet)

cos(2wet).

Vidi se da je g(t) = 2 cos(2wct).

Zadatak 3.67.

Funkcija prenosa nekog linearnog vremenski nepromenljivog sistema je data izrazom:

b lwl<3m,
H(jw) =
0, drugde.

Odrediti odziv ovog sistema na pobude x;(t) = cos(27t + 0) i x2(t) = cos(4nt + 6).
Resenje:

Furijeova transformacija izlaznog signala je:

, 2 X (jw),  |w| < 3m,
H(jw) =

0, |w| > 3.

Posto je X(jw) = e md(w — 27m) + e/ 1 §(w + 2), spektar signala x1(t) lezi unutar opsega
lw| < 37. Na osnovu Furijeove transformacije izvoda sledi da je: y(t) = == da(t) _ —2 sin(2nt + 0).
Posto je za xo(t) spektar signala izvan opsega —3m < w < 37, onda je Y (jw) =0, pa je i y(t) = 0.

T~ 3m dt

Zadatak 3.68.
Signal z(t), prikazan na slici 3.68.1 levo, a ¢iji su koeficijenti razvoja u Furijeov red:

. kw o
Sln(2)6_3%’ k‘;é[)’
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A H(jw)
Ay
Ay
Az
w
t —W3 —Ww2 —Wwi w1 w2 W3

Slika 3.68.1.

se propusta kroz sistem sa frekvencijskom karakteristikom H (jw), prikazanom na slici 3.68.1 desno, i
generiSe odziv y(t) = 1 — cos (2F).
Odrediti nepoznate vrednosti A; i w;, za i € {1,2,3}, ako se zna da grani¢ne ucestanosti w; leze na

sredini ucestanosti harmonika signala z(t).
Resenje:

Na osnovu grafickog prikaza ulaznog signala se vidi da je njegov osnovni period Ty = 4, a njegova
osnovna ucetsnost wy = QT—E = 5. Iz jednacine za izlazni signal se vidi da on ima samo jednosmernu
komponentu i jednu sinusoidalnu komponentu na ucestanosti 3 § = 3wy. Izraz za izlazni signal se moze

napisati u obliku:
- 31 - 37

/2 +e 2 el 3w 4 gmJ 3w
H=1--—"°= """ = T=°
y() 5 5 :
pa je njegov razvoj u Furijeov red: Y[0] =1, Y[£3] = —%.
Kako se signal z(t) propusta kroz linearni sistem, onda vazi da je Y[k| = Y[k] H(jkwo). Zato je:
Y[0]
H0) = —= =2= Ao,
[0]
, Y[3] 972
H(j3wp) = ==—=A4A
(43wo) 3 4 3
. Y[-3] 9x?
H(—j3wp) = —bon = 21— Ay
(—=j3wo) X[—3] 1 1

Funkcija prenosa sistema mora da bude takva da ne propusta druge frekvencijske komponente
ulaznog signala, odnosno H (jkwy) = 0 za k # 01 k # +3. PoSto granifen ucestanosti prema uslovu
zadatka leze na sredini izmedu ucestanosti harmonika signala x(t), njihov polozaj je odreden relacijom

2k+1 _ . CL g
= 2k2+ L wo = ( Z )™ Kako treba zadrzati samo jednosmernu komponentu i treé¢i harmonik, imamo:

Wi

w1 = %7
5

w2 = Tﬂa
s

w3 = -

4.7 Diskretizacija kontinualnih signala

Zadatak 3.69.

Signal y(t) je dobijen mnozenjem dva signala ograni¢enog spektra x1(t) i z2(t), y(t) = x1(t) x2(t). Vazi
da je:

Xl(jOJ) :07 ’w| > wi,

Xo(jw) =0, lw| > wa.
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Zatim je izvrSena diskretizacija signala y(¢) po vremenu koris¢enjem idealnog impulsnog odabiranja.
Odrediti opseg vrednosti periode odabiranja za koji se dobija korektna rekonstrukcija signala y(t) iz
njegovih odbiraka.

Resenje:

Furijeova transformacija proizvoda dva signala je Y (jw) = X;(jw) * X2(jw), pa je Y(jw) = 0 za
lw| > w1 + wa.

Minimalna ucestanost odabiranja mora biti dva puta veéa od maksimalne ucestanosti u spektru
signala, 0odnosno: wsmin = 2 (w1 +ws), pa je maksimalna vrednost periode odabiranja za koju se dobija
korektna rekonstrukcija signala y(t) iz njegovih odbiraka:

2r U

Ts max — = .
Ws min w1 + wo

Zadatak 3.70.

Signal y(t) je dobijen konvolucijom dva signala ogranic¢enog spektra z1(t) i xa(t), y(t) = z1(t) * z2(t).
Vazi da je:

X;(jw) =0,  |w| > 1000,

Xo(jw) =0,  |w| > 20007

Zatim je izvrSena diskretizacija signala y(t) po vremenu koris¢enjem idealnog impulsnog odabiranja.
Odrediti opseg vrednosti periode odabiranja za koji se dobija korektna rekonstrukeija signala y(t) iz
njegovih odbiraka.

Resenje:

Furijeova transformacija konvolucije dva signala je Y (jw) = Xi(jw) X2(jw), pa je Y(jw) = 0 za
lw| > 10007.

Minimalna ucestanost odabiranja mora biti dva puta veéa od maksimalne ucestanosti u spektru
signala, odnosno: wgmin = 20007, pa je maksimalna vrednost periode odabiranja za koju se dobija
korektna rekonstrukcija signala y(t) iz njegovih odbiraka:

2
il =1 ms.

Ts max —
Ws min

Zadatak 3.71.

Odrediti minimalne potrebne ucestanosti odabiranja (Nikvistove brzine) za signale

(sin(50007rt) ) 2 ‘

7t

o(t) = sin(50()07rt)7 o(t) =

7t

Resenje:

Signal z(t) = a% = a sinc(at), gde je a = 5000. Primenom Furijeove transfromacije se dobija

da je X(jw) = rect (ﬁ), pa se vidi da je spektar signala ograni¢en u opsegu kruznih ucéestanosti

rad

lw| < am = 50007 rad “\inimalna ucestanost odabiranja ovog signala je wmin = 100007 .

s
. 2
Na isti naéin je g(t) = a? (%) = a? sinc?(at). Furijeova transformacija ovog signala je

rad
S

trougaoni signal: G(jw) = a tri (52, pa je |w| < 2am = 100007
rad

s -

. Minimalna ucestanost odabiranja
ovog signala je wmin = 200007
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Zadatak 3.72.

Posmatrajmo dva kontinualna signala: z1(t) = e~%" i a(t) = e~ 4 sin(8t). Izvrsiti diskretizaciju po
vremenu (odabiranje) ova dva signala sa ucestanos¢u odabiranja fs = 8 Hz na intervalu —1 s <t < 1 s.
a) U kakvom su odnosu odbirci ova dva signala?

b) Objasniti zasto postoji takav odnos.

Resenje:
3 7’(1,2 T2 _ﬁ
a) Imamo da je z1[n] = x1(nTs) = e 2 _ o
—n2T2 . _ﬁ
waln] = za(nTy) = e T 4 sin(8nn Ty) = e 52

Vidi se da su odbirci ova dva signala isti.
b) Za sinusni deo signala x5(t) nije zadovoljena teorema odabiranja, pa rezultat odabiranja nije ko-
rektan.

Zadatak 3.73.

Furijeova transformacija diskretnog signala x[n] data kao X (ejQ) je jednaka nuli u intervalu %’r <
|| < 7. 1z ovog signala je rekonstruisan kontinualni signal:

(t— nT))
—nT)

S
z(t)=T Z x[n] p

n=—oo

, T=103s.

Odrediti vrednosti grani¢ne ucestanosti w. iznad koje ¢e Furijeova transfromacija kontinualnog signala
X (jw) biti jednaka nuli.

Resenje:
Na osnovu zadatka 3.65 je funkcija prenosa idealnog filtra propusnika niskih ucestanosti:

By (t) = sin(wst) .

7t

Vidi se da je prema tome signal z(t) rekonstruisan koris¢enjem niskofrekventnog filtra ¢ija je granic¢na

ucestanost jednaka ws = 7 = 10007 %. Izmedu digitalne i analogne ucestanosti postoji veza Q = w T

Grani¢na ucestanost kontinualnog signala iznad koje ¢e spektar biti jednak nuli je onda w, = i’—;ﬂ =

7507 rad

s °



160 GLAVA 4. FURIJEOVA ANALIZA KONTINUALNIH I DISKRETNIH SIGNALA I SISTEMA



Glava 5

Laplasova transformacija

5.1 Laplasova transformacija — osnovne definicije i teoreme

5.1.1 Tablice Laplasove transformacije

(1) X(s)
o(t) 1
1
u(t) 5
1 1
Vot Vs
2 E 37%
T
tm 1
a, n 1, 2,3 Sn+1
1
—at t
¢ u( ) S+ a
tnfl —at 1
C ), n=1,23,
(n—1)! (s +a)"
(wt) u(t) ’
cos(wt)u
52+ w?
w
i t t
sin(wt) u(t) o
h(wt) u(t) °
cosh(wt)u
2 _ o2
w
inh(wt t
sinh(wt) u(t) R
t . S
Z sm(wt) u(t) m
sin(wt) — wt cos(wt w?
( (wt) u(t) N
2w (52 +w?)

161
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5.1.2 Osnovne teoreme i osobine Laplasove transformacije

Operacija ft) E(s)
1 Aditivnost fi(t) + fa(t) Fi(s) + F»(s)
2 MnoZenje skalarom a f(t) a F(s)
: o d
3 Diferenciranje %f(t) sF(s)— f(0T)
d?
4 2/ s? F(s) — s f(0F) — f'(07)
dn
5 %f(t) s F(s) = s 8" 0 (0T)
. t 1
6 Integracija Jo- f(r)dr B F(s)
. 1 1 o
7 f_oof(T)dT gF(5)+gf—oof( )dT
8 Kasnjenje f(t—to) F(s)e st
9 Kasnjenje u kompleksnom domenu f(t)esot F(s—sp)
10 | Diferenciranje u kompleksnom domenu t" f(t) (=1)™ F()(s)
.. @ +o0
11 | Integracija u kompleksnom domenu ; [, T F(z)dz
o 1
12 Skaliranje flat), a>0 . F(2)
13 | Konvolucija u vremenskom domenu f1(t) = fa(t) Fi(s) Fa(s)
.. 1
14 | Konvolucija u kompleksnom domenu J1(t) fa(t) 57 Fi(s) * Fy(s)
]
1 a
15 Slika periodi¢ne funkcije ft+a) = f(t) T Jo f(t)e stdt
1 a
16 ft+a)=—f(t) T o=as Jo (D) e s dt
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5.1.3 Osnovne definicije i teoreme konturne integracije funkcije kompleksne pro-
menljive

Definicija 1
Pod okolinom tacke zp u kompleksnoj ravni podrazumeva se skup tacaka z za koje je |z — zo| < ¢, gde
je € data pozitivna konstanta koja se naziva poluprecnik ove okoline.

Definicija 2

Neprekidna kriva z = z(t), t € [a,b], naziva se prosta ili Jordanova kriva ako za svako t; i t2 koji
ti,ty € [a,b], vazi t1 # to & 2(t1) # 2(t2). Ako je pri tom a = b, kaZe se da je zatvorena Jordanova
kriva. Ako je Jordanova kriva glatka, ili deo po deo glatka, onda se ona naziva kontura ili putanja.

Definicija 3
Ako se integracija po konturi I obavlja kretanjem u smeru suprotnom kretanju kazaljke na ¢asovniku,
tada se konturni integral zapisuje kao ¢, f(2) dz ili samo kao §. f(z) dz.

Definicija 4

Oblast G je jednostruko povezana u kona¢nom delu z ravni ako za svaku zatvorenu Jordanovu krivu
I' € G vazi da je intI' C G, odnosno da I' obuhvata samo tacke iz G. U suprotnom je oblast viSestruko
povezana.

Definicija 5
Neka je f funkcija kompleksne promenljive z definisana i diferencijabilna u svakoj tacki oblasti G osim
u kona¢no mnogo tacaka.

e Za funkciju f se da je analiticka funkcija u oblasti G.
e Tacke u kojima funkcija nije analiticka nazivaju se singularne tacke ili singulariteti funkcije f.

e Ako analiticka funkcija f ima izvod u svakoj tacki oblasti G, kaZze se da je funkcija regularna ili
holomorfna u oblasti G.

e Za funkciju se kaze da je analiticka ili regularna u tacki a ako je analiticka ili regularna u nekoj
okolini tacke a.

Definicija 6
Neka je a singularitet analiticke funkcije f. Razlikuju se tri sluc¢aja: Ako je lim,_,, f(2) = C, gde je C
konstanta, za tacku a se kaze da je prividni, otklonjiv singularitet funkcije f. Ako je lim,_,4 f(2) = o0,
tacka a se zove pol funkcije f. Ako ne lim,_,, f(z) postoji, tacka a se naziva esencijalni singularitet
funkcije f.

Definicja 7
Neka je f funkcija kompleksne promenljive z, f(z) = u(z,y) + jv(x,y), z =2+ jy.

Ako je u oblasti G ispunjeno
ou Ov v ou

dr —dy’  dr oy
kaze se da funkcija f u oblasti G ispunjava KoSi-Rimanove uslove.
Teorema 1: Kosi-Rimanovi uslovi

Funkcija f je diferencijabilna u tacki z = = + jy ako i samo ako su parcijalni izvodi g, uy, vz 1 vy
neprekidni u tacki (z,y) i u toj tacki vaze Kosi-Rimanovi uslovi.

Teorema 2: Kogijeva integralna teorema
Neka je f funkcija kompleksne promenljive z regularna u jednostruko povezanoj oblasti G i ako je njen
prvi izvod neprekidan u G, tada je:
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gde je I' C G zatvorena kontura.

Teorema 3: Kosijeva integralna formula
Neka je a € intl" gde je I' C G zatvorena kontura, a G jednostruko povezana oblast u kona¢nom delu
z ravni i neka je f analiticka funkcija u oblasti G. Tada vaze formule:

REEIC)

2rj Jrz—a

n! f(2) _
s e 42

dz = f(a),

zZ=a

Definicja 8
Neka je funkcija f analiticka u jednostruko povezanoj oblasti G i neka je a € intl’ gde je I' C G
zatvorena kontura. Ostatak funkcije u tacki a se definiSe kao

Resf " 2nj f iz

Pri tome tacka a moze biti jedini pol ili esencijalni singularitet u oblasti G.

Teorema 4
Ako je tacka a regularna tacka ili prividni singularitet funkcije f, tada je Resf(z) = 0.
zZ=qa

Teorema 5
Neka je a pol k—tog reda analiticke funkcije f. Tada se ostatak funkcije u tacki a moze izra¢unati kao
1 ) dkfl k
Resf(z) = o=y T o <(z —a) f(z)) ‘
Teorema 6
Neka je f analiticka funkcija u oblasti G koja je ograni¢ena konturom I'. Neka su ai, ao, ..., a, svi

singulariteti funkcije f i nalaze se u unutrasnjosti oblasti I'. Tada je ispunjeno:
n
}{ fe)ds =3 Res /()

Teorema 7: Razvoj racionalne funkcije u parcijalne razlomke
Neka je R(s) racionalna funkcija kompleksne promenljive s u oblasti G, sa polovima wy, € G, k =
1,2,--- ,n, za koju vazi R(s) — 0 kada s — co.Tada se R(s) moZe napisati kao

N R(z)
5) = ;ZIZ{S;S —

Dokaz:
Neka je intI', I' C G oblast koja sadrzi sve plove funkcije R(s). Tada je funkcija R(s) u oblasti ext T’
regularna tako da vazi:

R(s) = L () dz = ! () dz = i Zsz

27 Jr- z—s 271'] r+2—S5 21y F+S*Z s—z

Teorema 8
Neka je wy, prost pol racionalne funkcije R(s) za koju vazi |R(s)| — 0 ako s — oco. Ostatak u tom polu
definiSe parcijalni razlomak R, koji odgovara tom polu:
A .
R, = , A= lim (s —wp) R(s).

S — Wp S—wp
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Dokaz:
Dokaz sleduje neposredno iz teoreme 7.

Teorema 9
Neka je w, pol reda n racionalne funkcije R(s) za koju vazi |R(s)| — 0 ako s — oo. Ostatak u tom
polu definiSe n parcijalnih razlomaka R,,1, Ry,2, ..., Rw,n koji odgovaraju tom polu:
Am 1 an—m n
RUme - m7 Am - (n . m)‘ Sli}lz}p dSn m ((8 - wp) R(S)) :
Dokaz:
Na osnovu teoreme 7 vazi:
n—1 _ n
Res R(z) _ 1 lim d (z —wp)"R(z) .
z=wp s — 2 (n—1)lz5w, dzn1 s— 2

Posto je na osnovu Lajbnicove formule za n—ti izvod proizvoda dve funkcije:

£ () ) - () ()
=0

Sf(”‘l) B (= wp) R ()" Sf o (- ) R
= T g\ w = zZ—w z
— k (S _ Z)k-l-l p —~ n —1— (8 - z)k;+1 p
dobija se da je
n—1
) 1 1 . n (n—1—k)
Res = lim ((z—wy)"R(z =
A s T Ay o1y, (BT )
; ; lim ((Z w )nR( ))(n 1) + 1 lim ((Z —w )'n, R(Z))(nf2) ..
s —wp (n—1)lz=wp b (s —wp)? (n —2)! 2=w, »
prl R:J;2
1 1 1
(5= wop) (1 — )y (7 ) BTl (2 )" RR).
Rurym Ruspn
Teorema 10
Neka je H(s) = ggzg prenosna funkcija koja ima par konjugovano-kompleksnih polova prvog reda

wp=a+jBiw,=a—jpB, a B R Njima odgovara parcijalni razlomak oblika:

As+ B

Ry, (s) = G-aZ1 a3

gde se konstante A i B racunaju na osnovu formule

aA+ B
B

A=S{Q}, =R{Q},

Q= % Tim (s — a)2 + B%) H(s).

S—rwp

Pri tome je
aA+ B

B

LR, (s)} =™ (A cos(ft) + Sin(ﬁt)> u(t).

Dokaz:
Direktna primena Teoreme 9 na par konjugovano-kompleksnih polova daje trazeni dokaz.
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Teorema 11
Neka je H(s) = SEZ; prenosna funkcija koja ima samo proste polove. Tada vazi

P(s) _ Plwp)
Res = .
s=wpQ(s)  Q'(wp)
Dokaz:
Posto se Q(s) moze napisati kao

Q(s) = (s — wp) Qu(s).

Ako se diferencira leva i desna strana dobija se

Q'(s) = Q1(s) + (s — wp) Q' (s)-

Ako se pusti da s — wp, dobija se
Q' (wp) = Q1 (wp)-

Na osnovu toga je ( )
P(s) . (s —wp) P(s i L6 _ Plop)
SHQE) T Ak k) Q)

Teorema 12: Racunanje inverzne Laplasove transformacije
Neka je X (s) racionalna funkcija kompleksne promenljive s za koji vazi

P(s) : _
)’ |sl|l—r>noo [ X(s)| =0,

i neka su svi polovi funkeije X (s) sa leve strane prave s = g, o9 € R. Tada je za ¢t > 0 ispunjeno:

£{a(t)} = X(s) =

1 g0+ 00 1 dk—1

e’ X(s)ds = z:l SESEUGSt X(s) = Z 1) Sggiyu Joh ((s — wpy)Fest X(s)) .
v=

x(t) = %

op—j 00

Dokaz:
Neka je dat integral I po konturi I' kao na slici 4.1:

I:j{ eStX(s)ds:/ eStX(s)ds—l—/ e X(s)ds = I + L.
I+ DAB

BCD
w=S{s}
B
R r
A= ao
C o=R{s}
D
Slika 4.1.

Uvodeéi smenu s = pel?, ds = jpel? df drugi integral postaje:

3 3m
Iy = / 2 ept(cos(9)+j sin(#)) X(p, 9) jip ej6 do = j / 2 pept cos(0) ‘X(p, 9)| o’ (arg{X (p,0) }+t p sin(6)+0) do.
; 3

2
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Kada R — oo, onda [s| = p — oco. Kako je za 6 € (5,3F) vrednost cos(d) < 0, onda funkcija
pePtcos®) 0 pajeily =0.
oo+j 00
Integral I; za R — oo postaje lim [; = / e’ X (s) ds, jer ugao LDAC — 180° za R — oo.
R—o0 o0—j 00

Zato je kontura DAB prava s = o0y.

Napomena: Uslov ‘ l|im | X (s)| = 0 je ekvivalentan uslovu da je polinom u imeniocu viSeg reda od
- S|—00

polinoma u brojiocu.
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5.2 Zadaci

Zadatak 4.1.

Ako je F(s) = L{f(t)u(t)}, primenom osobine (teoreme) modulacije naéi sliku signala:
a) o(t) = e f(t) cos(bt) u(t),
b) 2(t) = e~ £(t) sin(bt) u(t)

)
) (1) = f(t) cos(bt)u(t),

) (1) = f(2) sin(br) u(r).
Resenje:
a)X(s):%(F(s+a—jb)+F(s+a+jb))
b) X(s) = %(F(s+a—jb)—F(s+a—|—jb))
a) X(s) = %( (5 — ) + F(s + 1)
) X(s) = 5= (Fls = jb) = Fls )

Zadatak 4.2.

Naéi Laplasovu transformaciju signala:
a) z(t) =t cos(bt)u(t),

b) z(t) =t sin(bt) u(t),

c) x(t) = te % cos(bt) u(t).

Resenje:

a) Prvi na¢in: Kako je L{t} = s%, primenjujuéi pravilo modulacije dobija se:

1 1 1 b
X(S) = 5 <(S]b)2 + (S+jb)2 - (52+b2)2> .

Drugi nac¢in: Primenjujuéi teoremu L{t" f(t)} = (—1)" js—nn F(s) dobija se:

d d s s2+b2—2s2 52— b2
L{t cos(bt)}——aﬁ{cos(bt)}——a 2102 (21022 (2402
b) X(s) =2b ——
§) = (s2 + b2)2
2 12
¢) X(s) = (s+a)—b

(s +a)?+0b2)?

Zadatak 4.3.

Primenom osobine E{@} = f;oo F(z)dz odrediti sliku signala 2(t) = S u(t).
Resenje:

Posto je f(t) = sint, tada je F(s) = odnosno F(z) = H%’ pa je

1
14527

X(s) = /:OO LI

1422
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Smenom v = % se dobija

1/s 1 1
X(s) = —— dv = arctan—.
0 1 + v S

169

Zadatak 4.4.

clv}—l

Primenom osobine X (s <

= L{J; £(
Resenje:

1

Na osnovu prethodnog zadatka je X (s) = 1 arctanl.

F(s) odrediti sliku signala z(t) =

fOtSi%dvzatEO.

Zadatak 4.5. (teorema o slici periodiéne funkcije)

Ako za funkciju vazi f(t) = f(t —nT), n € N, t > 0, dokazati da je

1 T
Resenje:
Neka je
ft) 0<t<T,
fit) =
0 ostalo,
tada se moze napisati fi(t) = f(¢) u(t)

skom domenu vazi da je Fi(s) = F(s) (1 —e~*T). Kako je po definiciji F}(s

fOT e=*T f(t)dt, sleduje da je F(s) = PR fT e~ f(t)dt.

— f(t— T) u(t—T). Na osnovu teoreme 0 pomeranju u vremen-

= [ e fi(t)dt

Zadatak 4.6.

Odrediti sliku signala:

a) z(t) = |sint|u(t),
b) z(t) = | sin(wot)| u(t),
c) z(t) = | cos(wot)| u(t).
d) e)

Nagib a

1
4 L

T 2T 3T [T 3T 5T

Resenje:

a) Kako je T' = 7, dobija se da je z1(t) = sintu(t) + sin(t — 7) u(t — ). Na osnovu toga je

1

Xl =11

(1+e77),
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1+ e 57 es7r/2 4 e—s7r/2 1
X(s) = = = th (—) .
() (14+s2) (1—e™™)  (s241) (e57/2 —e=57/2) 241 «© ( 2 )

b) Signal @1 (t) = sin(wot) u(t) + sin (wo (¢ — %)) (t— —) pa je

w w T w g T
X1(s) = 0 5+ 5 0 2@*570272 0 . <1+e Sw())'
8% 4wy 5% 4wy 8% 4wy

Posto je % istovremeno i perioda ispravljenog signala, vazi da je

X(s) = Xls) ____wo 1+e_S%: ~0 coth<37r)
el S Rar AL e
. S wo
c)X(s)—52+w2+ T o .
0 (s +wj)sinh (5
a aT
d) X(s) = g—g(co’“h(%)_l)
X(s) = —F
e) X(s) 2s coth(sT)

Zadatak 4.7.

Primenjujuéi teoreme Laplasove transformacije, odrediti sliku sledeéih signala:

a) a(t) = (t — 2)u(t - 2),

b) x(t) = te*u(t — 1),
)) ((t)) = sin(t —( ) u()t — ),
t) =sintu(t — ),

) z(t) = (tt?’ + 1)u(t —2) —u(t - 3),
z(t) = fo sin(t —v)dv, t>0,
2(t) = [o(t —v)? cos(v) dv, t >0,

h) o(t) = [} OS(U)tSinv(t “ gy, >0,
i) z(t) = fg ! Te ’ dr, t,7>0,

sin?
§) () = T )

-3t _ o2t

k) ( ) = u(t),

fo e’ dr.
Resenje:

a) Na osnovu tabele transformacija vazi da je L{t" u(t)} = s,:%, pa je prema tome L{t3u(t)} =
Na osnovu teoreme o kasnjenu u vremenskom domenu, dobija se da je

b) Posto je
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c) Neka je z1(t) = sintu(t). Tada je z(t) = x1(t — 7) = sin(t — m) u(t — 7). Posto je X1(s) = i
X (s) = X1(s) e *", na osnovu teoreme o kasnjenju u vremenskom domenu dobija se da je X (s) =
d) Kako je sint = —sin(t — 7), to je z(t) = —sin(t — 7) u(t — 7), pa je X(s) = —ﬁ e

e) Neka je z1(t) = u(t — 2), tada je X;(s) = £ =25, Na osnovu teoreme o izvodu slike vazi da je
J ) J s

d3 e~ 3s 6 12 12 9 e 3s
_ 13 2 o — a2s - -~ -~ )
X(s)—(( 1) ds3+1> X(s) . e <S4+83+82+8) put

_1
s2+1
e*sﬂ'

5241

—S8T

f) Konvolucija u vremenskom domanu predstavlja mnozenje u Laplasovom. Zato je

X(s) = L{t*} L{sin(t)} = 333 3211
g)
3 6 5 0
X(s) = L{t"} L{cos(t)} = 7 11 S(s241)
h)

X(s) = £ {cos(t)} z:{sm(t)} s /:mc{sin(t)} dz= /:OO L i

t [T 241

s too S us s 1
_matan(z)\soo—s2+1 (2—atan(s))—82+1atan<8

i) Kako je £{(1 —e Hu(t)} =1

- = na osnovu teoreme o integraciji slike dobija se da je

oo <s—|—1>
=In .
s s

1
s (s+1)”

5{1 _te_t u(t)} _ /:OO C _ Zil) dz = (In(z) —In(z+ 1))[7* = In (ZL)

Na osnovu teoreme o integraciji originala dobija se
1 1—et 1 1
X(s):[,{ ¢ u(t)}:ln<s+ )
S t S S

j) Kako je sin?(t) = 1_0025(%), to je £ {sin’(t)} = 1 (% - ﬁ) Na osnovu teoreme o integraciji

originala je

primenom smene v = 22 4 4 je

1 oo L [T¥dv 1 [s?+4
X(s)—iln(z)S _4/3 —4ln< >

k) X(s) = In (ﬁ)

s+3
) X(s) = wioy

Zadatak 4.8.

Vremenski oblik signala x(t) je x(t) = (e72! + e~ cos(3t))u(t) + 3 u(—t).
a) Odrediti bilateralnu Laplasovu transformaciju signala x(t) koristeé¢i metod po izboru.
b) Odrediti oblast konvergencije.
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Resenje:

a) Neka je 2(t) = z1(t)+x2(t), gde je 21 (t) = (e 2 4 cos(3t)) u(t) kauzalan signal i z5(t) = 3 u(—t)
antikauzalan signal.
Signal x;(t) se moZze napisati kao

xl(t) _ <e—2t + % e—(1+3j)t + % e—(1—3j)t> u(t),

pa je
1 1/2 1/2
s+2 s+ (1+37) s+ (1-3j)

Laplasova transformacija signala xs(t) je

Xl(S) =

1/2 1/2 1

Racuna se X(s) = S_i%? Rl gy sl v Rl 3
b) Sabirci signala x(t) su kauzalni i imaju oblast konvergencije desno od pola, redom, ROC: ¢ > —2,
ROC: ¢ > —1 1 ROC: ¢ > —1. Tako da je ukupna oblast konvergencije signala x1(t) ROC: ¢ > —1.
Signal z5(t) je antikauzalan i njegova oblast konvergencije je levo od pola ROC: o < 3.

Ukupna oblast konvergencije signala x(t) je ROC: —1 < o < 3.

Zadatak 4.9.

Primenom unilateralne Laplasove transformacije dokazati formulu

d

= (@) = 9(8)) = =F(07) g(6) + f'(1) * g(1)-

Resenje:

Neka je y(t) = f(t) * g(t), na osnovu teoreme o diferenciranju je

8 { % y(’”} = sY(s) = y(0%) = (s F(s)) G(s) — y(0),

+o0 ¢
y(t) = / £(7) gt — 7)dr = /0 £(7) g(t - 7)dr,

—00

pajezat=0"
o+

y(0") = ; f(r)g(t —r)dr = f(07) g(t).

Nakon primene inverzne Laplasove transformacije dobija se

d

o (F)xg(t) = —f(0F) g(t) + f'(t) * g(t).

Zadatak 4.10.

Dokazati teoreme:
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a) lim 4 f(t) = lim s"T! F(s)
t—0+ dt™ 500 ’
b) Ako vazi da je lgn "1 F(s) = a, tada je ILm s"F(s) =0, za svako 1 <n < k.
Resenje:

a) Kako je

dn+1 +o0 dn+1 - dnf(t) .
E{dt"“ f(t)} —/0+ prsy ft)e " dt = o

Cdr ) AT
= e T g oC

o+

= — lim "y Zs” lim () + st /+OO ft)e stdt =
v=1

t—0+  dt™ t—0t+ dt"v

n

= — lim df) Zs” lim () + 5" F(s).

t—0+ dt" t—0+ dt"v

Ako se pusti da s — com onda postaje

) dn+1
JE&E{WW)} =0

pa je

500 §—00 t—0+t dt? t—0+  dt"Y

qnti dm n qn—v
lim ﬁ{dt”‘*‘l f(t)} = lim (— lim G ;s” lim U0 4 st F(s)) =

. . dnf(t) . n+1 _
= T (7)<
. a0

zato §to je s"T! najvedi stepen, a lim;_,o+ gm— ne zavisi od s. Vazi

dn
lim — f(t) = lim s"T! F(s).

t—0+ dt™ 5—00

b) Vazi

a
lim s" F(s) = lim s" = lim —— =0
5—00 ( ) 5—00 Sk 1 §—00 3k+1_n

za k,n €N, k4+1—n > 1, odnosno za n < k. Istovremeno mora da vazi da je n > 1 zato $to je prirodan
broj.

Zadatak 4.11.

Odrediti original kauzalnog signala ¢ije su slike:

X = DG oo
b) X(5) = 5
&) X(5) = iy
d) X(s) = (s+1)(552+a2)’
&) X(s) = — S8

(s+1)(s2+4)
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2
(s+1)(s®+4s+38)’
s+1
X — —as
B X5 = e
-
s(1—e-9s)’

£) X(s) =

h) X(s) =

Resenje:

a) Prvi naéin, rastavljanjem na parcijalne razlomke:

A B C D
X(s)=— .
() s+s—|—1+s—2+(s—2)2

Na osnovu teorema 8 i 9 iz Dodatka E neodredene konstante su jednake:

1 1
A=limsX(s)=lm —————— = =
Sl_I)I(l)S <3> Sg% (S + 1) (S _ 2)2 4’
B= lim (s+1)X(s) = li 1
_5—1>H—11$ 5 _5_1>I£l15(s_2)2_ 9’
. d 9 i 2s+1 5
O =l (6= X)) = - lim 5755 = ~36
D = lim(s — 2)* X(s) = lim L
52 s>2s(s+1) 6
Na osnovu toga je
1 1 ) 1
a(t) = Jult) — 5 e u(t) - 0 e* u(t) + 5 te* u(t).

Drugi nacin, direktnom primenom ra¢una ostatka na definicioni integral:

1 oot - ¢ - 1 ! kst
S S : S
o) =5 | X (s = Y Respeuy e X(s) = 30 oy tim o (5 - ) e X(5) ).
o0—Jo0 v=1 v=1
sest (s+1)e d (s—2)%e
t) =1 li im — =
z(t) sl—r>r(l)s(s—|—1)(s—2)2 +s—l>rzl1s(s+1)(s—2)2 22 ds s(s+1)(s—2)2
eV et tests(s+1)—(2s+1)e
=—— —+lim
4 9 = so2 s2(s+1)2
1 1 ) 1
z(t) = 1 u(t) — 9 e tu(t) — 6 e u(t) + 6 te?tu(t).

Kao sto se vidi, razvoj u parcijalne razlomke je u ovom primeru suviSan korak.
b) Posto se jednostavne racionalne funkcije mogu napamet rastaviti, u takvim slu¢ajevima je nepo-
trebno koristiti direktnu primenu rac¢una ostatka.

s+1 (s+1)(s—2) 1 1 1 1 (s+1 s2—-s5-2
(5) s2(s+2) s2(s2 —4) (s+1) (s )4 s2—4 2 4 \s+2 52
Lo bt 2y 12
4 s+ 2 s s2) 4 \s s2 s+2

1

Na osnovu toga je z(t) = — (1 + 2t — e~ 2t)u(t).

X(s) s—1 s(s—1) s(s—=1) (1 1 1 (s—1 s2—s
S) = = = _—— = — — —
s(s24+a?)  s2(s?2+a?) a? s2 824 a2 a? s 52+ a?
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:i 17171+S—|—a2 :i 71+s+a2
a? s 52 + a2 a? s s2+a?

2(t) = ai (a sin(at) + cos(at) — 1) u(t)

X(s) s(s—1) 1 s(s—=1) s(s—1) 1 s s24+a2—a?—-s
S) = = —_ = —_ =
(s2=1)(s*+a?) a?2+41 \ s2-1 s2 + a? a?+1 \s+1 s2 + a?

_ 1 1 1 _1+s+a2 _ 1 B 1 +5—|—a2
a2 +1 s+1 52 + a? a?+1 s+1 s24a2

x(t) = (a sin(at) + cos(at) —e~") u(t)

e) Prvi nacin
s+ s 3+ 52 +4s+4 s2+3s+4

X = 10 - G010 G D

_1_1 (S2+38+4)(S—1)_(82+38+4)(8—1 11 s2+3s+4 (S2+38+4)(8—1) B
B s?2—1 s2+4 5 s+1 s24+4 N

1 2 s+4 2 s+4
—1- - (s42+ " —s+1-3+3 -2 3
5 (H TSI 2+4> 5 <S+1+ s2+4)

(1) = 6(¢) — % (6 sin(26) + 3 cos(2t) + 2~y u(t)
Drugi nacin
A Cs+D

X =1- 7~ 2

gde je na osnovu teoreme 10 iz Dodatka E

. s243s+4 2
A_51—1>n—11 s2 44 _57
1 .. s243s+4 1-4+46j+4 6+3j
Q== lm ——M— =~ . = 7
25225 s+1 2 2541 )
3
D 12
— =R =D=—.
5 = R{Q) =

x(t) = 0(t) — é (6 sin(2t) 4 3 cos(2t) +2e ") u(t)

Napomena: Prividno je drugi postupak efikasniji, ali se u njemu ne moZze preskociti nijedan korak, dok
se u prvom postupku uz malo iskustva moZe odmah pisati krajnji razvoj u parcijalne razlomke.

f)
2 1 As+ B
X(s) = s _ /5 5+
(s+1)(s2+4s+8) s+1 s2+4s+8
1 s2 8 4
=5 1T 55
4
A=3{Q} = -
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a A+B

Konstantu B nije potrebno racunati jer se izraz =R{Q} =-% pOJaVlJuJe u krajnjem resenju.

2(t) = %e_tu(t) +e2 <4 cos(2t) — ; sin(2t)) u(t)

5
g) Posto je
s+1 1
L7 = (1+e ?u(t),
{s(s+2)} 2( Fer)u(t)
na osnovu teoreme o kasnjenju u vremenskom domenu je

z(t) = 3 <1 + efQ(t*a)> u(t —a).

h) Prvi nacin: Neka je Xi(s) = X(s) (1 —e™*¥). To znadi da je z1(t) = z(t)u(t) — z(t — a) u(t — a),
odnosno da je u(t) = z(t) u(t) — z(t — a) u(t — a). Neka je sada

Zu (t — ka) = z(t)u(t) — z(t — na) u(t — na).
k=0

Posto je
+oo
Jim Sy = () u(t) = kzou(t — ka),

vidi se da je z(t) signal oblika stepenica sa stepenikom Sirine D = a i visinom [ = 1.
Drugi nacin:

1 1% =2
X(s)=———s==) e = a(t)=) u(t—ka)
s(l—e ) s — P

Zadatak 4.12.

Neka je prenosna funkcija H(s) takva da za svaki njen pol vazi wp < 0.
a) Dokazati da je

1
t£+moo L_l {M H(S)} = A COS(CLt) + B Sln(bt)
b) Odrediti A, B, aib.

Resenje:

a) Kako su svi polovi transfer funkcije H(s) u levoj kompleksnoj poluravni, to znaé¢i da odziv sistema
iSCezava sa protokom vremena. U ustaljenom stanju ée postojati jedino odziv koji poti¢e od = i to

lim £7! {18 H(s)} = S{HGwo)} cos(wot) + R H (o)} sin(wot),

wo wo

2+
je

Sto je i trebalo pokazati. ' '
b) Vrednosti su redom A = %ﬁwo)}, B = ®HGw)} ) — p = .

wo

Zadatak 4.13.

Odrediti inverznu bilateralnu Laplasovu transformaciju:

2

X = E o e

ROC : -1 <0< —0.5, 0 = R{s}.
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A s

® —
—1 : : —0.5 0.5
| |
| |
| |
| |
I |
Slika 4.13.1.
Resenje:
Na slici 4.13.1 je prikazana oblast konvergencije signala.
4/3 4 8/3

X(s) = —

)= 5205 5405 Ts41

Polovi 40.5 i —0.5 nalaze se desno od ROC i pripadaju antikauzalnom delu odziva, dok se pol —1
nalazi levo do ROC i pripada kauzalnom delu odziva.

4
x(t) = —3 e%Otu(—t) +4e %5t u(—t) + %e*t u(t)

Napomena: Inverzna transformacija antikauzalnog dela se dobija tako sto se umesto s stavi —s, nade
se onda inverzna transformacija kao da je unilateralna, a onda se umesto ¢ stavi —t.

Zadatak 4.14.

Odprediti sopstveni i prinudni odziv sistema sa pocetnim uslovima opisanog diferencijalnom jedna¢inom

Py | dy
ST 4T 3y =t
gz T Ty z(t),

ako je z(t) = (1 — cos(3t)) u(t), za pocetne uslove y'(0) =2 i y(0) = —1.
Resenje:

Primenom Laplasove transformacije na diferencijalnu jednacinu dobija se:

2
L {Cclltg —}-4% + 3?]} = L{z(t)} = s Y (s) — sy(0) —¢/(0) +4sY (s) —4y(0) +3Y (s) = X(s),

s+ 2 X(s)

Y 2145 +3)=— 2)+X(s) = Y(s)=—
(5) (5" +4s+3) (s+2)+ X(s) (s) s2+4s+3  s2+4s+3

=Ys(s) + Yp(s),

9

pri ¢emu je X (s) = AEFTOL
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Za t > 0 prinudni odziv je jednak yp(t) = L~H{Yp(s)} = L7} {s;&z)ﬁ}’ dok je sopstveni odziv
jednak ys(t) = £7H{Vs(s)} = £ {~ 5525 1.

s+ 2 1 1 1
Y- P _ )= —Z= —1 —3t t
s(s) s2+4s+3 2 <8+1+8+3>:>y5() 2(e e ul)
9 1/3  —9/20 1/12 A B
Yp(s) = _ 13 D90 112 At
s(s+1)(s+3)(s2+9) s s+1  s+3 2432
SO B £

3 s=3is(s+1)(s+3) 30

Vidi se da je A = %, a B nije potrebno racunati.

yﬂﬂ:<1—96t+1e3t%1aﬂ%%—lﬁm&ﬁu@

3 20 12 30 15
_ R S Y 19 ., 1 5 1 1 .
y(t) =ys(t) +yp(t) = 5 (e " +e ") u(t) + (3 50 © + Th + 20 cos(3t) 5 sin(3t) | u(t)

Za t < 0 nema pobude, pa postoji samo sopstveni odziv, y(t) = ys(t). Za svako t vazi izraz

sopstveni prelazni reZim prinudni prelazni rezim
—_—
1 9 1 1 1 1
y(t) = D) (et e™3h) 4 <—20 et + 2 e_?’t) u(t) + <3 + 0 cos(3t) — 1 sin(St)) u(t)
prelaz;ﬁ rezim jed. komponenta i ustaljeni prostoperiodi¢ni rezim

Napomena: Ustaljeni prostoperiodi¢ni rezim se moze jednostavnije na¢i pomoc¢u Furijeove transfor-
macije, pa u tom slu¢aju nije potrebno rac¢unati @, A i B, ve¢ samo parcijalne razlomke koji odgovaraju
prinudnom i sopstvenom prelaznom rezimu.

T (0(w+3) +d(w —3)) mo(w+3) md(w —3)

Yus(jw) = — Gw + 1) (jw + 3) - _(_j3-|- 1) (=73 +3) B (j73+1)(43+3) -

= g5 O +3) (~2445) +6(w—3) (-2 —47)) = g5 (~2(8(w+3) +-3(w —~3)) +4 (3w +3) ~(w —3)))

1 1
Yus(t) = 30 cos(3t) — 5 sin(3t)

Jos jednostavnije reSenje se dobija primenom fazorskog racuna:

1 142

Yus ] = — 7 . 5
() (jw+1) (jw~+3)|,_3 30

pa je

1 1
Yus(t) = 30 cos(3t) — 5 sin(3t).

Fazorske predstave prostoperiodi¢nih generatora su:
U cos(wt) — U,

U cos(wt + ¢) — U e,

U sin(wt) = U cos(wt — 7/2) — —5 U.
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Zadatak 4.15.

Odrediti odziv sistema za t > 0 ako su opisani diferencijalnim jednacinama sa zadatim konturnim
uslovima:

a) y"(t) —y(t) = tu(t), za y(0) = y(1) =0,

b) y"(t) + 72 y(t) = costu(t), za y(0) = y(1), y/'(0) = ¢/(1).

Resenje:
| Y 500~ 0 - ¥(6) = = v = 2OIO D
v =LOr L A Loy = (s - u)
Kako je y(1) = Ash(1) — 1 =0, to je A = 1_;}1(1)
7 Y (5) = 5y(0) ~ Y 0) 4 7V () = 50 = (524 ) ¥ (s) = 50(0) + Y 0) 4
R A = o)

Rastavljanje na parcijalne razlomke je trivijalno, pa nije potrebna primena rac¢una ostatka.

sA B 1 S . 1
Y(s) = PR R e B s S S =y(t) = (A cos(mt) + B sin(mt) + 37 o8 t) u(t)
(0)=A+ L _ (1)=-A+ ! cos(l) = A= ! (cos(1) — 1)
v = 21 T w2 —1 2(m2 1)
Y (t) = — A sin(wt) + 7B cos(mt) — 5 sint
) =7B=y/(1) = —7B— — ' sin(1) = B= ———gin(1)
A w2 —1 o 2m (w2 —1)

Zadatak 4.16.

Primenom Laplasove transformacije resiti integro-diferencijalne jednacine za t > 0:
t .

a) y(t) +y'(t) = u(t) + [, Slnt(t —7)y(7)dr, y(0) =0,

b) y(t) —y"(t) = tu(t) =3 [;sin(t — 7)y(r)dr, y(0) =4/'(0) = 0.

Resenje:

a) Primenjujuéi teoremu o konvoluciji u vremenskom domenu dobija se:

1

1
1)Y(s)=- Y
(s+ DY) =+ 5 V(o

2 +1 7\/3

57+ 1 1 1 I+s 1 1 5Ty 1 9
Y = - = — — _ _—_— = —— _ _— _—

(s) (s24+s+1)s? s+82+52+8+1 sTE T 1\2 3+\/§ 1\? 3
Na osnovu tabele transformacija sleduje da je:
3t 1 3t
y(t)z—l—i-t—i-e_% cosxg—i—\/ge_é sin\g, t>0.
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b)
1 3
2 241

Y(s):>Y(s)< 2 823+ ):32

¥(s) = s +1 s +1
o os2(st—4)  s2(s2-2)(s2+2)

Ako se uvede smena z = s2, dobija se racionalna funkcija.

241 _ 4 s s

2(z—2)(z+2) 2z 242 z-2

Na osnovu toga je

v =Ly M8 B8t L v -

inh(v2t t>0.
2 242 s2-2 4 8.2 sinh(v24), ¢ 2

3
8v2

Zadatak 4.17.

Primenom Laplasove transformacije za ¢ > 0 resiti integralne jednacine:
a) sint = fg cos(t — 1) y(7) dr,
b) y(t) = e* + cos(3t) + fg sin(t — 1) y(7) dr.

Resenje:
a)
L V(s = V() = = = () = u(t)
241 241 y STy T Y=Y
b)
1 s 1 52 1 s
(5) s—2+52+9jL (5)52—1—1 (S)S2+1 S—2+82+9
Y (s) 1 82+1+ s s24+1 1 . 1 L s n 1
S) = = —
s—2 g2 $2+9 2 s—2 s2(s—2) $24+9 s(s2+9)
1, Lo s
Cs5—2 4(s—2) 252 4s 5249  s(s249)

1 1 1
y(t) = Ze% i §t + cos(3t) + 9 (1 — cos(3t)), t>0

Zadatak 4.18.

Za t > 0 resiti integralne jednacine:

a) y(t) + fo v)dv = t,

b)yt)+f el v v)dv—cosht

c) y(t) =4tu(t) — 3 fO sin tfv)dv

d) y(t) = Qe_ztu -2 fo ) cos(t — v) dv.

Resenje:

a)
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b)
Y(s) + = Y(s) S Y(s) =
S S) = S) =
s—1 s2—1 (s+1)
y(t) =e t>0
c)
4 3 4(s24+1)  4(z+1) 1 3 1 3
(s) 2 241 (s) (s) 2(2+4)  z2(z+4)|,_ Z+Z+4 52+32—|—4
3 .
y(t):t—l—ism(%), t>0
d)
9 25 9(s*+1) 45 36 18
Y(s) = — Y(s)=Y(s) = = —
() s+2 241 () (s) (s+2)(s+1)2 s+2 s+1+(s+1)2
y(t) =45e 2 —36e " +18te™t,  t>0

Zadatak 4.19.

Sistem je za ¢t > 0 opisan integralnom jednacinom y(t) + 2 fg y(v) sin(t — v) dv = sin(2t).
a) Odrediti Laplasovu transformaciju signala £{y(t)} = Y (s).

b) Odrediti oblast konvergencije slike transformacije signala y(t).

¢) Primenom inverzne Laplasnove transformacije odrediti y(t).

Resenje:

a)
2 2 241
Ye) =g =Y =27 3)JE52 +4)

b) Kako se svi polovi slike nalaze na imaginarnoj osi, dovoljno je da je 0 > 0, s = 0 + jw.
c) Uvodedi smenu z = s? dobija se
s?+1 z+1 3 2 3 2

() (s2+3)(s2+4) (z+3)(z+4) z+4 2z+3 244 243

Na osnovu toga je:

y(t) = 3 sin(2t) — \% sin(v/3t),  t>0.

Zadatak 4.20.

Odrediti opste resenje sistema diferencijalnih jednadina:
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Resenje:

s X(s) — 2(0) — s Y (s) + y(0) — Y(s) = —Sil
X(5)+5Y () = y(0) ~ V(s) = —
$X(5) = (54 D)V (s) =~ +(0) ~y(0) =~ + O
X(s)—i—(s—l)Y(s):i—i-y(O): %4‘02

Resavanjem sistema dobija se:

1
—(Cy — CQ) 51 + (C1 + Cy) 211

S 1 S
G-+ -2 (1)

1
X(S): - = —(Cl—CQ)W (Cl+02) 2+1

S 1 1 18—1+2 1 12s—-1
25s—1 25241 5Hs—2 5s2+1

3 6 1 3 s
X(s)=2 Co—Cr— o) ——+ [+ Oy =2 ) -2
() 55—2+< 27 5> 32—|—1+< 1T 5> 2+ 1
11 2 1 3 1 9 s
- z —c Co— —
28—1+58—2 <1+10) 32+1+< 10) s24+1
3 o 6\ . 3
p(t) = e+ (Cr=Cr— < ) sint+ (Cr+ Co— <) cost, >0

1 2 3 9
y(t) = iet—l—ge%— (014—10) sint + <C —10> cost, t>0

Zadatak 4.21.

Ako je D = % za t > 0 reSiti sisteme diferencijalnih jednacina:

a)
(D% = 8) z(t) + DV6y(t) = (™" + 2)u(t)

VB Dx(t) + (D2 +2)y(t) = (et — 2) u(t)



5.2. ZADACI

b)
(D +2)x(t) + (D + 1) y(t) = tu(t)
5x(t) + (D + 3) y(t) = t2u(t)
2(0) =0, y(0) =1
ReSenje:
a)
(% = 8) X () + 5VBY (5) =5+ — = + -
—svV6X(s)+ (s2+2)Y(s) = -6+ Sil — %
X(s) = s° + st 4 151(8: : 11)0(3;41 (165 V6) s+ 4
Y(s) = (11V6 — 1) 8% + 10v/6 5 + 8
s(s+1) (s — 16)
z(t) = 2 ;O‘/é sin(2t) — 27~ V6 cos(2t) — 5 +15\/6 et 4 36;\/6 e 2 4 96;;6\/6 et — i
y(t) = 64207*/6 sn(2) + 2= V0 ooy 4 *12*/6 et — ”166\/6 o2 1 H9166\/6 02 %
b)
(s+2)X(s)+ (s+1)Y(s) = 1+;12
5X(s) + (5 43) Y(s) = 5 +1

_233+82+s—2

X =
() s3(s2+1)
st —3s% - 3s5+4
Y =
(s) $3(s2+1)

z(t) = —t> +t— 3 cost +sint + 3

y(t) = 2t> — 3t + 5 cost — 4

183

Zadatak 4.22.
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Za t > 0 primenom Laplasove transformacije resiti sisteme integralnih jednacina:

a)
a(t) = 2tu(t) — [i(t —v)z(v)dv+ [} y(
y(t) = —2u(t) 4f0 dv—|—3f0t—v y(v) dv
b)
z(t) = )+ fo
y(t) = (9t — 2 — tu(t) + [y =(
(t) = 15u(t) + [,
Resenje:
a) z(t) = i in(v/3t) — 3 sinht, y(t) = cos(v/3t) — 3 cosht, t>0

b) x(t) = (1+6t2) () y(t) = 24tu(t), z(t)=A5+2t+43)u(t), t>0

Zadatak 4.23.
Sistem je opisan sistemom diferencijalnih jednacina:

Y (t) —ye(t) =0,  —yi(t) +y5(t) = (1)
Odrediti prinudni odziv sistema ako je pobuda oblika: z(t) = u(t) — u(t — a).
Resenje:
Neka su g1(t) i g2(t) reSenja sistema

gi(t) —g2(t) =0,  —g1(t) +g5(t) = u(t).
Primenom Laplasove transformacije dobija se

s2G1(s) — Ga(s) = 0, —G1(s) + 8> Ga(s) = -

Resenje tog sistema glasi:

1 s
s(st—1)  $2(s2—1)(s2+1)’
-1 (s2—-1)(s2+1)

Gi(s) =

GQ(S) =
Ako se dobijene funkcije rastave na parcijalne razlomke, dobija se:

1 1 S 1 S
Gi(s) = —= + = -
) ==t e 1t e eyt

1 s 1 s
2s2—-1 25241
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Na osnovu toga je

g1(t) = = (=24 cosht + cost) u(t),

(cosht — cost)u(t).

N = N

92(t) =
Zbog linearnosti i vremenske invarijantnosti vazi da su

yi(t) = g1(t) —g1(t —a),  wa(t) = g2(t) — g2(t — a).

y1(t) = = (=2 + cosht + cost) u(t) — % (—2 4+ cosh(t — a) + cos(t — a)) u(t — a)

N = DN =

y2(t) = = (cosht — cost) u(t) — % (cosh(t — a) — cos(t — a)) u(t — a)

Zadatak 4.24.

Sistem sa dva ulaza i dva izlaza opisan je sistemom diferencijalnih jednacina:

D@+ 00 +2 3 550) + 7000) = ),

Dot + 3ya(t) = aa(t).

-2 (t
y1( )+dt

a) Nacrtati blok dijagram sistema koristeé¢i diferencijatore, sumatore i pojacavace.
b) Koristeci se Laplasovom transformacijom odrediti odziv sistema bez pocetnih uslova ako je z1(t) =

u(t) i x2(t) = —u(t).
c) Nacrtati frekvencijsku karakteristiku prenosne funkcije ;2((?)

22(t)=0"
Resenje:

a) Sistem jednac¢ina moZe da se napiSe u obliku:

d

(D) =~ (0) — 2 5 9nl0) — Tua(t) + 1 (1),

(0 = 3 (200 = G0+ 2(0)).

Na osnovu toga je nacrtana blok Sema sistema.
b) Primenom Laplasove transformacije, dobija se sistem jednacina:

(s+1)Yi(s) + (2s+ 7) Ya(s) = X1(s),

—2Y1(s) + (s + 3) Ya(s) = Xa(s).

Resavanjem sistema jednacina dobija se

Yi(s) = (s+3) X1(s) — (25 + 7) Xa(s) 35+ 10
ne s2 +8s+ 17 © s(s2+8s+17)°
}/2(3):2X1(8)+(8+1)X2(8)— 1—s

s2 +8s+ 17 s (s2+8s+17)
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()

Y
an
N

Y

Il(t)

7
A
W4 - -
(1) ad > 3 > (1)

() Y

Ys
2 |~ i

Slika 4.24.1.

Primenom inverzne Laplasove transformacije dobija se:

(20 +4e~* (—20 cost + 22 sint)) u(t),

Zl-

yi(t) =

(2 —2e * (cost + 21 sint)) u(t).

gl -

ya(t) =

c) Trazena prenosna funkcija ¢iju frekvencijsku karakteristiku je potrebno nacrtati glasi:

2 2

H — =
200 = o R T 2, 9P

5
\]

, wp=V1T~4, Q= %1
2 2
Wp

Na osnovu toga je

H21(S) =~ (8—34)2

Na slici 4.24.2 je prikazana frekvencijska karakteristika.

Zadatak 4.25.

U kolu poznatih parametara L, C'i p = 2/L/C deluje generator konstantne struje. Prekida¢ je u
polozaju 1 i u kolu je stacionarno stanje. U trenutku ¢ = 0 prekidac se prebacuje u polozaj 2. Odrediti

vremenski odziv struje ¢;.

Resenje:

U stacionarnom stanju je jednosmerni rezim, kondenzator je otvorena veza, a kalem je kratak spoj.

Zbog toga je ispunjeno iz1(07) = I, ir2(07) =01ivc(07) = 0.

Posle prebacivanja prekidaca u polozaj 2, treba odrediti odziv na pocetne uslove. Pocetni uslovi se

mogu modelovati nezavisnim generatorima i kolom bez pocetnih uslova, slika 4.25.2.

Ako se primeni Tevenenova teorema na nezavisni strujni generator, a impedanse predstave svojim

slikama u kompleksnom domenu, dobija se kolo sa slike 4.25.3.
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A |Ha (jw)lqp
6dB
l
: 40 dB/dec
l
|
: w(log)
| »
wp \ '
A arg(jw)
wp /10 10wp w(log)
|
—90°/dec :
l
—180° !
Slika 4.24.2.
P 1 n L L
o
2
C* Iy /] C pi R
\& + in
Slika 4.25.1.
IO u(t)
)
_/
Logr,
L i“" L s sL I sL
N —( —r—
—_1 C pi R 1T % —pI R
Y 7 + 19 + I
Slika 4.25.2. Slika 4.25.3.

Trazena struja moze da se dobije formiranjem jednacine za samo jednu konturu:

Iy sL
08 —pli(s)
11(8) = 1 s
I+ —
sL + <O
IosL 1
- s I(]LCS I()S I()

11(8)

I~ 2 \/ -
p+8L+E 52 LC +2sVLC +1 <S+ 1

i1(t)

Io (e — wot e @0 u(t),

187
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Zadatak 4.26.

Za kolo sa slike 4.26.1 odrediti vremenski odziv struje na izlazu ako je ug1(t) = Up u(t), uga(t) =
R

Up, sin(wt) u(t), aw = =

3

+
+ Y. . 1
Ugl - k Ug2 i ri —_T1 C

£

Slika 4.26.1.
Resenje:

Na slici 4.26.2 je prikazano kolo sa veli¢inama predstavljenim u kompleksnom domenu. Za transformator

UA(S) .+ I(](S)
4115 >
R Vi(s)
O
| " Y Ii(s)
U91<s)<_> Uya(s) Y 1(s) ri(s) = — C
Li(s) R - -
JU
UB(é) +
Slika 4.26.2.

koji se nalazi u kolu, slika 4.26.3, mogu da se postave slede¢e jednacine:

Ua=sL114+ sLi21p,

UB :SLQIB+SL21[A,

Lios = Loy = kL1 Ly =kL.

Posto je Ix = —1Iy, Ip = Iy, sleduje da je

Up=—sLIly+skL1ly=—sLlI (1 *kj),

Up = —skLIy+ sLIy=sLI (1—](3),

Up=-Ua.
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IA(S) IB (S)
+ / k \ +
Ua(s) Ug(s)

Slika 4.26.3.
U vremenskom domenu to je vg(t) = —va(t) = L (1 — k) %o,
Sada se mogu napisati jednacine za dve konture koje sadrze generatore:
Un, ,
Ugn(5) + Ua(s) ~ Up(s) = 0 = 2 = 2L.(1 — k) (5 To(s) — o(0))
Un i0(0)
I =
o(s) sL(1—k)s? T

Pogto je w = ﬁ, sleduje da je Iy(s) = ;R% + iogo). Za drugu konturu vazi:

UgQ(S) i Um w

Li(s) = — - m_ Y
1(s) 2R 2R 52 + 2
Posto je I = Iy + I, sleduje
rl(s) wUp, ‘ Un s
(s) 1/sC rsCI(s) =rC 5T s +7rCi(0) —wrC SR 37 1 o2

Primenom inverzne Laplasove transformacije dobija se

is(t) = (m % —wrC % cos(wt)) u(t) + rC'ig(0) 5(1),

(1) = wrC % (1 cos(wt)) ut) + rCig(0) 5(¢).

Zadatak 4.27.

Neka je u kolu sa slike 4.27.1 u trenutku ¢ = 0 napon na kondenzatoru ve(0) = Vy i ako suig(t) = I u(t),
va(t) =V u(t), L1 = Ly = L, a koeficijent sprege transformatora k.

a) Primenom Laplasove transformacije odrediti sopstveni odziv struje i1(t) za t > 0.

b) Primenom Laplasove transformacije odrediti prinudni odziv struje i;(t) kola za ¢ > 0.

i(;(t)
)
/
k
+ uvi(t) —  — w(t) +
7:1 L1 . \. L2 i1 lLl B ZLZ 19
T M
¥
<—> vg(t)
+ v - + Vou(t)—
| |
I I
C, W C

Slika 4.27.1. Slika 4.27.2.
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Resenje:

a) Sopstveni odziv je odziv na akumulisanu energiju sa nultom pobudom. Ako se ukidanjem pravih
nezavisnih generatora anulira stvarna pobuda u kolu, a akumulisana energija modeluje nezavisnim
generatorom koji prouzrokuje sopstveni odziv, dobija se kolo sa slike 4.27.2. Kao Sto je poznato iz
teorije kola, element sa akumulisanom energijom moze da se modeluje kao veza istog tog elementa bez
akumulisane energije i nezavisnog generatora, slika 4.27.3.

Posto je Lo = Loy = k+/L1Lo = k L prema slici 4.27.3, za transformator je ispunjeno:

Vi(s) =sl; 11(8) + sl19 IQ(S) = SLfl(S) + SkLIQ(S),
Vao(s) = sLo1 I1(s) + sLa Ia(s) = skLI1(s) + sLIx(s) =0 = kIi(s) = —Ix(s).

Eliminacijom struje Iz(s) se dobija da je
Vi(s) = sLIi(s) + skL (=k I (s)) = sL (1 — k*) I1(s).

Posto je ‘I/ll((j)) = sL (1—k?), ekvivalentna impedansa izmedu tacaka A i B je jednaka Zap = sL (1—k?).

Sada se odredivanje struje kalema L; svodi na resavanje rednog LC kola.

L L
A'Zl--l.-oBo--z.-ZQ.
+ V1 — - V2 +
Vou(t) (*
| |
| |
C
Slika 4.27.3
FRR !
Il(s)ziz— 1 5
Zo+ ZaB S @—FSL(l—k)
Vo sC wo 1
L(s) = 2 — VpwoC — v
i(s) s 14+ s2LC(1—k2) 00 wg + 82 o0 (1-k2)LC

Na osnovu toga je ocigledno da je i1(t) = VowoC sin(wot) za t > 0.
b) Prinudni odziv se dobija resavanjem kola bez pocetnih uslova. Pri tome je moguée primeniti princip
superpozicije i1 (t) = i11(t) + i12(t), §to je ilustrovano na slici 4.27.4.

U slucaju kada je eliminisan strujni izvor vazi

Vo — V¢
Vi=Veo—-Vg=sLlj; +skLl, = %:Ill‘}‘klg,
S

V.
Vo= Vg =skLIy +sLl, = ——g = kI + D,
S

pa je

Vo — Vo Va
———=In—-k | —+kl11 ).
oL, 11 <sL+ 11)
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( ) iG(t)
. L Ly .
‘212_..1_..0 o....2.._22'
+ V1 — V2 +
| |
| |
c
Slika 4.27.4.
Posto je Vo = Zc Ic, Ic = —I11, vazi da je Vo = -1

<¢- Zamenom u prethodne jednacine je
B (1-k)sC
h=-srca—m+1'e

. (d-kCv
s2LC (1 —k2)+1°

odnosno

111(t) = ————— sin(wot).
i11(t) {a k)[051(0)
U drugom slucaju vazi da je

Vo=sLIs+skLlio=0 = I,=—kls,
pa je

Vi =sLIip+skLIy=sL(1— k%) I,
Sto daje Semu sa slike 4.27.5.

( )ic(t)

L(1—-k?
e YL
112

(¥
|
|
C

Slika 4.27.5.

Na osnovu strujnog razdelnika sa slike 4.27.5 je

+

C
| —
|

o %o _ 1 I W
BT i 20 L0 -k) 41 s 2+l
I s
Lo=—=+—5—

12 32—1—(,0(2)7

i12(t) = —I (1 — cos(wpt)) u(t).

i1(t) = RE sin(wot) — I (1 — cos(wot)) u(t)
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Zadatak 4.28.

U kolu sa slike 4.28.1 transformator je idealan, a struja kalema u trenutku iz, (0) = Iy. Ako je ig(t) =
I u(t) + ¢d(t — T), odrediti

a) sopstveni odziv struje kalema primenom Laplasove transformacije.

b) prinudni odziv struje kalema primenom Laplasove transformacije.

c¢) odziv struje kalema u ustaljenom stanju.

Slika 4.28.1.

Resenje:

Na osnovu jendac¢ina transformatora je

il—miQZO

Vg = —MmMm7q.
Vaze jednacine u kolu:

ig =1 +11 =i +mig,

. . . 1 . . . ) m+1 . 1 .
'LL:Z2+1R:E(ZG—7,L)+ZR = ip= iL = —ic,
di Ri
UQZRZ'RZ—'UL—‘,—UI:_Lg_ ZR.
dt m
R m+1 . dig,
nofmery, YL
L m R dt
R (m+1\>. Rm+1. diy,
— | — ) iL— = ig=——1
L\ m UL m YT

dig, . ) R [(m+1\2 Rm+1
— +Ai, =B A== [ —— B==
dtJr ‘L '@ L< m > ’ L

Nakon primene Laplasove transformacije je
slp(s) —ip(0)+ AlIL(s) = Blg(s),

B I, -
IL(S)(S+A) :IO+T+B¢G sT

I(s) = Iy Bl, Bl +B¢e_ST
L stA  As  A(s+A) s+ A

Dobija se
ustaljeni
1 1,
in(t) = Ipe Y u(t ™ u(t) ——2— e M u(t) + Boe AT u(t —T).
in(0) = Toe A u(t) + —2uft) - e Au(r) + Boe D u - 1)

sopstveni

prinudni
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Zadatak 4.29.

Za kolo sa slike 4.29.1 poznato je k = 0.9, a =1, L1 = Ly = 1 mH, Ly = 100 uH, Ry = Ry = 1 k{2,
vg1(t) =1 Vu(t), ig(t) = 1 mAu(t), ir1(0) = ir2(0) = 014r3(0) = 2 mA. Odrediti:

a) sopstveni odziv kola primenom Laplasove transformacije.

b) prinudni odziv kola primenom Laplasove transformacije.

c¢) odziv kola u ustaljenom stanju.

Slika 4.29.1.

Resenje:

a) Sopstveni odziv kola se odreduje na pocetne uslove. Ekvivalentna Sema koja se koristi za odredivanje
sopstvenog odziva je prikazana na slici 4.29.2.

iLg(O)u(t)
«)
_/
'UIS(t) L3 .
+ — L3
o—I Y YV <o
Ry Ro
Slika 4.29.2.

Kroz transformator nema struje, pa je napon na izlazu jednak

1r3(0 ir3(0) R
Vists) = -0 (ry | 25) = - L3O
s I, T8
L
vrs(t) = =2 Ve T u(t), 7= R—?’ = 100 ns.
2

b) Posto je L1 = Lo = L i vg1(t) = R144(t) = Raig(t), sa slike 4.29.3 vazi da je

2Vg1(s)
2(1—Fk)sL+ Ry’

Va1(s) —2sL 11(s) + 2skL 11 (s) = R1 (I1(s) — I4(s)) = Ii(s) =

‘/;71(8) — sl IQ(S) =Ry (Ig(s) + IQ(S)) = IQ(S) =0.
Dobija se

2V (s) Ry
2(1 — k‘) SL+ R1

V}p(S) == R1 (11(8) - Ig(S)) - RQ Ig(S) == R1 Il(S) - 2R1 Ig(S) == - 2%1(8),
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Vir(s) —4(1—k)sLVyu(s) —4(1—Fk)sL¥2 —2V,
IP\S) = = = )
2(1—k)sL+ Ry 2(1—k)sL+ Ry 5-1-2(1?%
2(1—k)L
vrp(t) = =2 Ve /T u(t), T = (R) = 200 ns.
1

Slika 4.29.3.

c¢) U ustaljenom stanju je zavrSen prelazni proces, pa je napon na kalemovima jednak nuli. Vazi Sema
sa slike 4.29.4. Vidi se da je Vi = 0.

Slika 4.29.4.

Zadatak 4.30.

Za kolo sa slike 4.30.1:

a) Odrediti kompleksno pojacanje A(s) = Vi(s)/Va(s).

b) Nacrtati amplitudsku i faznu karakteristiku pojacanja.

¢) Odrediti impulsni odziv kola bez pocetnih uslova.

d) Ako je u trenutku ¢ = 0 struja kalema jednaka nuli, a napon na kondenzatoru iznosi vc(0) =1V,
odrediti vr(t) za t > 0, vg(t) = %?.

Poznato je % = 20wy, wy = % i operacioni pojacavaci su idealni.

Resenje:

a) Pojednostavljen izgled kola je prikazan na slici 4.30.2. Dobija se

_ Zi( R 2z
Ve =2 (<4 Vel = a6 =2,
1 1 1 1 1
Z=R| === -
=Rle=c + L Cstw
Zo=R|sL =8 _ >
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(e L R
- + Y AAA——
C
R
A AN,
R R ———ovy(t)
AVAVAY -
@ L
Slika 4.30.1.
Z Zy R
—L
R
— AN
———o |/}
TOR: :
Slika 4.30.2.
L 5120wy _ wo s+ 200

A(S) = 55— = :
(s) RC s(s+wop) s s+uwo

b) Na slici 4.30.3 su prikazane amplitudska i fazna karakteristika kola sa slike 4.30.1.

% —20dB/dec
— 46
226
< —40dB/dec
o
iﬁo -26 =20dB/dec
<
WO/lo wo 20(4)0
w (log)
0
= 90
—45° /dec 45° [dec
-150
wp/10 2wg  10wq 200wq
w (log)

Slika 4.30.3.

195
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¢) Impulsni odziv je

A _ o1 Jwos+20wo | g [20wo  19wo | _ B —wot
vpr(t) =L {A(s)} =L {serwO }—E { . 5T o =wp (20 — 19e™*°") u(t).

d) Sopstveni odziv se dobija tako §to se akumulisana energija kondenzatora predstavi nezavisnim
generatorom. Posto se kraj generatora nalazi na virtuelnoj masi pojacavaca, a kroz otpornik R vezan

na generator vg (koji je sada kratko spojen) ne protice struja, ekvivalentno kolo izgleda kao na slici
4.30.4.

L R

i PN AN
- VYN
ve(0) u(t) @)

b—oq}I(t)

. Sa)

Slika 4.30.4.

ve(0) R R ve(0) s+ 20w
Vis(s) = s LIR 7)) "

 sH4wo s

vrs(t) = —ve(0) (20 — 19e M) u(t) = —(20 — 19 e “0") u(t).

Prinudni odziv je

= (20 — 19e ") u(t).

Ukupan odziv je

Zadatak 4.31.*

a) Odrediti y(t) = x(t) * z(t) ako je z(t) = % u(t).

b) Primenom teoreme o konvoluciji i na osnovu prethodne tacke odrediti E{ 1 u(t)}.

S

Resenje:

a) Primenom konvolucije
1

—u

1 t dz
7i (t) = %u(t) =u(t) /0 \/ﬁ

i smenom v = 7, dz = t dv dobija se

1 v
y(t):u(t)/o \/v:lli—v)

Primenom smene v = sin? 6, dv = 2 sin cos 6 df dobija se

w/2
y() = u(t) /0 2d0 = 7 ut).
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Prema tome je Y'(s) = =.

b) Kako je Y (s) = X?(s), to je X(s) = \/Z.

Zadatak 4.32.*

Primenjujuéi teoreme Laplasove transformacije, odrediti sliku sledeé¢ih funkcija:
a) z(t) = \/ZU(t) *Vtu(t),

b) z(t) = e * Viu(t),

c) z(t) = \/511(75),

t €
Resenje:
a) Prvi nadin: Na osnovu zadatka 4.31 je L’{ L u(t)} = \/§ Kako je vVt =t \1[, sleduje da je

e e

v
) =13

S

X(s

—~

Drugi nacin: Posto je x(t) = u(¢ \/ (t —7)dr, smenom 7 = t sin?(f) dobija se da je dr =
2t sin() cos(0) db. Za t > 0 vazi

us

- /02 <\/ tsin?(6) (t — ¢ sin2(0)> 2t sin(6) cos(0) df = / © 912 5in2(0) cos(0) df) =

0

2 us 2 us
_ B / sin?(20)df = = / (1— cos(40)) df = ™ 2.
2 J, i, 8

Znaci da je x(t) = ”TfQ, pa je zbog toga X (s) = T3
_ VT
2 (s+2)3/2"
.3.5-...- 2n+3 .
c) Nalazenjem vise izvoda se moze pokazati da je X(s) = ﬁ%ﬁ"m s~2" . Primenom mate-

maticke indukcije vidi se da je:

b) Na osnovu prethodne tacke je X(s) =

5 .

1. zan=1, X(s) = /735 2, pa formula vazi.
_ 2n41
2.

2. pretpostavimo da vazi zan — 1, X(s) = /7 W

3. onda je za n, X(s) = (—1) % (ﬁw s_%> = ﬁ%ﬁnﬂ) s~

™

d) X(s) =7 s+1

Zadatak 4.33.*

Sistem je opisan linearnom diferencijalnom jednacinom sa vremenski promenljivim koeficijentima:
ty"(t) +2y"(t) +y'(H) + (t - 1) y(t) = 0.

Odrediti odziv sistema na pocetne uslove y(0) = —y'(0) = ¢”(0) = 1.

Resenje:
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Uzimajuéi u obzir teoremu o izvodu slike £ {ty(t)} = f% Y (s) i primenom Laplasove transformacije
na polaznu diferencijalnu jednac¢inu dobija se:
d d
— 25 (Y (5) =" 5(0) =59/ (0) =" (0)) +25* Y (5) =25 y(0) =25/ (0) +5 Y (5) ~(0) =Y (s) = - Y (5) = 0,
d 3 2 2 d
—d—(s Y(s)—s"+s—1)+257Y(s) —23+2+5Y(5)—1—Y(5)—d—Y(S) =0,
s s
—(3+1)Y(s) = (s* = s +1)Y(s) =0,
(s+1)Y'(s)+Y(s) =0.
Odavde je
Yi(s) 1 N ay _ ds
Y(s)  s+1 Y s+ 1’
pa se reSavanjem diferencijealne jednacine dobija In(Y (s)) = —In(s + 1) + C, odnosno Y (s) = SJ%, pa
je

y(t) = Ce tu(t).
Kada se uvrste pocetni uslovi y(0) = 1, dobija se C =1, pa je y(t) = e ‘u(t).

Laplasova transformacija veéine funkcija se moZze naé¢i pomocéu simbolickog paketa u MATLAB-u.
Slede¢i program ilustruje nalazenje slike signala.

syms a b t

f =1t % cos(b x t);
f1 =t % sin(b % t);
f2 =t % exp(—a * t) cos(b * t);
g = simple(laplace (f

gl = simple(laplace (

g2 = simple(laplace (
pretty (g)

pretty (gl)

pretty (g2)

Rezultat izvrSenja programa je sledeéi:

);
1));
2));

2 2

b -s

2 2 2

b +s)

2bs

2 2 2
(b +s)
(a+s8) (2a+2s) 1

2 2 2 2 2

(a+8) +b) (a+s8) +0D

Inverzna Laplasova transformacija se nalazi takode jednostavno primenom MATLAB-ovog simbo-
lickog paketa, Sto ilustruje sledeéi program.



5.2. ZADACI

syms a b t s

f = (873 + s)/((s"2+4)%
g = simple(ilaplace(f));
pretty (g)

(s+1));

Rezultat izvrSsavanja programa je:

2 exp(-t) sin(2 t) 6 cos(2 t) 3
dirac(t) - -—------- & —ommmme o -
5 5 5

199
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Glava 6

Z transformacija

6.1 Tablice Z transformacije

Tabela 6.1: Osnovni transformacioni parovi (bez oblasti konvergencije)

x[n] X(z)
1 d[n] L
2 a™ u[n] z - a
3 na™un] (z iza)Z
n(n+1) 22
4 5 u[n] (Z _ 1)3
5 k+1
5 (”ik) a" u[n] (z — a)
zm+1
6 (nzm) ufn], m>0 m
e mzo| (2
z(z —acos(f
8 a™ cos[ne] u[n] 22 —(QCLZ COS(Q() 2 a2
. az sin(f
9 a™ SIH[TLG] u[n} 22 _ 9az COS((Q)) 4 a2
10 a” cosh[nf] u[n] 22 i(;a; 35;);?6()92 a?
. o sinhinf] ufn] az sinh(6)

201

22 — 2az cosh(f) + a?
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6.2 Definicije i teoreme

Odredivanje prstena konvergencije unilateralne 7 transformacije

+oo
Neka je Z transformacja niza z[n| data sa X(z) = > z[n]z~" kompleksan red konvergentan u
n=0

prstenu Ry < |z| < Ra, gde je 0 < Ry < Ry < +o00. Prsten konvergencije (oblast, region, ROC) ovog
reda moze se ispitati primenom bilo kog od odgovarajuéih kriterijuma iz teorije kompleksnih redova.
Primenom Dalemberovog kriterijuma prsten konvergencije se odreduje na sledeéi nacin:

z[n 4 1] 2=+
x[n]z=m

1l 1
<1 = lim x[n+]’|’<1,
z

n—o0

lim
n—oo

Sto daje
x[n + 1]

x[n]
x[;[::]l} ’ Za Ry se moze usvojiti bilo koja realna vrednost s tim

|z| > lim
n—oo

)

odakle proizilazi da je R; = limy, oo

da su svi polovi funkcije X (z) unutar diska usvojenog polupre¢nika Ro.

Inverzna 7Z transformacija

Neka je X (z) slika niza z[n|. Tada se niz z[n] moze odrediti na osnovu konturnog integrala

f X (2) de,

T+

1
27y

x[n]
gde kontura I" obuhvata sve polove funkcije X (z). Na osnovu Kogijeve teoreme ostataka sleduje:

N
x[n] = Z Res,—q, 2" ' X(2),
k=1

gde su ay, as, ..., ay svi polovi funkcije 2"~ X (2). Pri tome treba voditi rac¢una da za male vrednosti
promenljive n funkcija 2"~ X () moze pored polova koji potucu od funkcije X (z) imati i dodatni pol
u nuli.

Teorema 1: Linearnost

Neka su z[n] i y[n] nizovi takvi da Z {z[n|} postoji za r1 < |z| < Ry, a Z{y[n]} zary < |z| < Ry. Tada
vazi Z{Az[n] + py[n)} = A Z{z[n]} + p Z {y[n]}, \,n € R, ROC : max(r,r2) < |2| < min(R;, R2).

Teorema 2: Teorema o pomeranju argumenta

a) Z{z[n+ 1]} = z Z{z[n|} — z z[0]

p—1
b) Z{z[n +p]} = 2P <X(z) - Zaﬁ[k] zk>, sa signal z[n] koji moZe i ne mora biti kauzalan i p > 0
k=0
c) Z{z[n —p]} = z27P X (z), ako je signal z[n]| kauzalan i p > 0
—p
d) Z{z[n—p|} =2"P | X(2)+ Z x[k] zk>, za nekauzalan signal z[n] ip >0
k=-1

Dokaz:
+00 +o00 +oo

a) Z{zln+ 1} =D an+1]z" =2 zh+1]z" ") =2 (Zm[n] P x[()]) = 2 (X (2)—z[0])
n=0
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+o0
b)Z{:c[n—l—p]}:Z:r[n—l—p] " =2P Z zln4p] 2P = 2P X (2) = 2P 2[0] — 2P 2[1] —. .. — 20 z[p]
n=0

c) Z{zn—pl}=2"" Z zln —p] 2= ™) a posto je z[n] = 0 za n < 0, sleduje dokaz.

Teorema 3: Teorema o mnoZenju eksponencijalnim nizom — skaliranje signala u kompleksnom domenu

Neka je a € C. Tada vazi Z {a" z[n]} = X (£), |a|r < |2| < |a| R.

Dokaz:
00 +o00 n -
Z{anall} = Y el =Y aln] (2) 7 =x (£)
n=0 n=0

ROC: Kako je r < !g} < R, dobija se da je |a|r < |z| < |a| R.

Teorema 4: Teorema o slici konjugovano kompleksnog argumenta

Z{z"[n]} = X"(")
Dokaz:

+00 +00 *
> atn] " = (Zw[n] (z—")*) = X*(z%)
n=0

n=0
* 1 1
ROC: Posto je ispunjeno da je lim w = zln +1] , oblast konvergencije se ne menja.
n—00 x* [n] n—00 T [n]
Teorema 5: Teorema o slici kona¢ne sume originala
n—1
Neka je y[n] = > z[k], tada je Z {y[n]} = X&)
k=0
Dokaz:
n—1
Po definiciji vazi da je Z {y[n] Z (Zx > z~". Ako se uvede smena z[k] = a[k + 1] — a[k],
k=0
+oo
dobija se da je Z:c[k:] = a[n] — a[0], pa je
k=0
+oo
n z Z{a|n|} —z (Z{a|n|} —al0
Y(2) =3 (aln] ~ alo)) = = Z {afn]} + 1 afo] = 21D =Z E el Zal)
n=0

_ Z{aln+1]} — Z{aln]} _ Z{z[n]} _ X(2)

z—1 o2 —1 z—1




204 GLAVA 6. Z TRANSFORMACIJA

Teorema 6: Teorema o izvodu slike — diferenciranje signala u kompleksnom domenu

dX(z)

Z{nzn]} =-=2 P

Dokaz:

Ako se uvede smena z = e? i definie seda je Y (¢q) = X (z). Vazi da je

dY(q) . > —qn __
i ngo(—n) z[nle™ ™ = —Z {nxnl}.
Posto je
fo) 0X(z) dX(z) dz  dX(2)
dq T dz diq  dz =

sleduje da je

D) o= Y (m)alle = ~2 (nalnl}.

n=0

Teorema 7: Teorema o parcijalnom izvodu

oo

Neka je dat niz x = z[n,a], n € Ng, a € C i neka red > x[n,a]z~" uniformno konvergira u prstenu
n=0

r < |z| < R ka funkciji X(z,a). Neka je 6% X (z,a) analiticka funkcija u tom istom prstenu. Tada vazi:

z {;ax[n,a]} = ;CLX(Z,@).

Dokaz:

g;)x[n] yln] = ;]fo(z)y <i) %

Dokaz:
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Teorema 9: Teorema o konvoluciji

Z{z1[n] x z2[n]} = X1(2) X2(2)

Dokaz:

Z{z1[n] * x2[n }—Zz Zajl[k]xg[n—k]:zle[k]xg[n—k]u[n—k]z*”
k=0

n=0 k=0

Promenom redosleda sumiranja dobija se

Z{z1[n] x x2[n]} = Zle To[n—k]ufn—k] 27" thF = Zwl kaQ[n—k}u[n—k]z*("*
n=0

=0 n=0

Ako se uvede smena m = n — k, dobija se

o0

Z{x1[n] x x2[n|} = X1(2) Z xo[m]u[m] z7™ = X1(2) Z zo[m] 27" = X1(z) Xa(z).

m=— m=0

Teorema 10: Teorema o konvoluciji u kompleksnom domenu

1 1\ d
Z{x1[n] x2[n]} = 277] X(p)Y (p) ?p, ROC :rirp < |z] < 400

Dokaz:

Na osnovu Parsevalove teoreme vazi

> znlyln] 2= (;UFZ{X(M i ldp) yln Z  omj 7{ Lyl dp =

n=0 n=0
_ s () dp _ 1 z\ dp
- 27TJ'F+ (%y[ | (p> ) (o) p 27 2 X(p)y(p> P
:r = lim zln+1lyln + 1] = lim zln+1] im yln + 1] =rr
ROC: nlﬁoo z[n] y[n] ‘ nl~>oo x[n] nlaoo' y[n] ‘ 172

Teorema 11: Teorema o pocetnoj i krajnjoj vrednosti

a) =[0] = ZIEEOXZ)
1 .
b) z[k] = lim 2" (X x ]zz>
Z—00 —
z —
o Jg alr] = I = - imle -~ Xee)

205



206 GLAVA 6. Z TRANSFORMACIJA

Dokaz:
a) X(z 0] + i xz[: = ZlLrgo X(z) = z[0] + zli{go i
n=1 n=1
) k
b) Z{zn+k} =) aln+klz"=27F (X(z) =) afi zi)
n=0 =0

ZlggloZ{x[n—i—k]} :zli)rgoz;x[n+k]z =0

=0 =0
k—1
z[k] = lim 2* (X(z) -z zz>
Teorema 12: Teorema o integralu slike
x 0
Z{ [n]u[n—l]}:/ (8)_x[]ds
n S

Dokaz:

e p n=0 " n=1
e = ] ]
:/Zx[n]s " 1cls—Z: /s_" Lds Zx: _”—Z{x:u[n—l]}
" n=1 n=1 Y n=1

Diferencna jednac¢ina N-tog reda, koja opisuje diskretni LTT sistem N-tog reda, moze da bude zapisana
u viSe formi od koje su dve pogodne za direktno resavanje Z transformacijom:

e Sa kasnjenjima i preinicijalnim uslovima y[—1],y[—2], -, y[—N]

N M
Zaky[n—k] = Zbkx[n— k]
k=0 k=0

e Sa kaSnjenjima i postinicijalnim uslovima y[0], y[1],y[2],- - ,y[N — 1]

0 0

Z an—ryn+ k| = Z by— x[n + k.
k=N k=M
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Ukoliko jednacina nije data u nekoj od prethodne dve forme, na primer pomeSana su kasnjenja i
predikcije, ili pomoéni uslovi nisu ni preinicijalni, niti postinicijalni, pogodno je prevesti jednacinu u
nekoj od dve standardne forme, a pomoéne uslove u oblik koji odgovara jednacini: preinicijalni za
jednacinu sa kasSnjenjem, a postinicijalni za jednac¢inu sa predikcijama.

Za oblik 1 se primenjuje Teorema o pomeranju argumenta d), a za oblik 2 Teorema o pomeranju
argumenta b).

Kada se pomoc¢ni uslovi (preinicijalni ili postinicijalni) anuliraju, primenom Z transformacije na
bilo koju od jednadina, dobija se H(z) funkcija prenosa (frekvencijski odziv), a inverzijom impulsni

odziv h[n].

e Sa kasnjenjima i preinicijalnim uslovima

y[n—m]u[n]HiY(z)—i—O x[n—m]u[n]HiX(z)—i—O

zm ALl

(ao +az Va2 N+ aNz_N) Y(z) = (bo +biz b by 2N + sz_M) X(z)

Y(z) b+ bz b4+t b2t N by M

H(z) = =
(2) X(2) ap+taz7 '+ +ay_12""N +ayz=N’

|Z’ > Tmax gde je Tmax = 1?&%\/ |p01i‘

e Sa kaSnjenjima i postinicijalnim uslovima
yln+m] < 2"Y(z)+0 zn+m] < 2"X(2)+0
(aozN +aZN T a2t + aN) Y(z)= (bon + oM b2+ bM) X(z)

Y(z) bozM 4+ by z2M=1 4o L b2t + by
X(z)  apeN +arzN"t+ - tan_12t +ay

H(z) , |2] > Tmax gde je rmax = max |pol;]

1<i<N

Iz prethodnih izraza se dobija i prinudni odziv kao y,[n] = Z71 {H(2) X (2)}.
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6.3 Zadaci
Zadatak 5.1.

Na serijskoj magistrali se pojavljuju binarne cifre po slu¢ajnom redosledu. Verovatnocéa pojavljivanja
svake od cifara je 50%. Kolika je verovatnoc¢a da se u prvih n cifara od pocetka slanja podataka nece
pojaviti dve uzastopne jedinice?

Resenje:

Neka je p[n] verovatnoca da se u prvih n cifara od pocetka slanja podataka nisu pojavila dve uzastopne
jedinice.

Da bi uslov bio ispunjen, potrebno je da n-ta cifra bude 0 i da se u prethodnih n — 1 cifara nisu
pojavile dve uzastopne jedinice. Ili ako je ta n-ta cifra bila 1, da je n — 1-va cifra 0 i da se u prethodnih
n — 2 cifara nisu pojavile dve uzastopne jedinice. PoSto je verovatnoéa nailaska nule ili jedinice 0.5,
verovatnoca da traZzeni uslov bude ispunjen iznosi:

pln = 5ol =1+ 3 2pln =2, plo)=plt) =1.
4pln+2] =2pn+1]—pln] =0 = 422 P(2) —42°p[0] — 42p[1] — 22 P(2) + 22 p[0] — P(2) =0
222 + 2 222 + 2
P(Z):24z2—2z—1 - 4 <z— 1+4\/5> (z— 1-v5

4
(=) ()

4
= QOEVE) £ (L V) = (20 = VE) +4) (1= VB (L4 VB = (1= Vo)
piny = 4n+1./5 o 4n+1l/5

9 (1+4\/5>"+1 n <1+4\/5>n _

[\
NS

pln] =2

= A

Zadatak 5.2.

Odrediti Z transformaciju i oblast konvergencije signala:
a) z[n] = nuln],

b) x[n] = n?un],

¢) fn] = "5 ufn)

d) z[n] = uln — k],

e) z[n] = (n+1)*ufn],

f) z[n] = (n+ 1) a™uln],

g) z[n] = a" ! sin (%) uln].

Resenje:

a) Na osnovu teoreme o izvodu slike sleduje:

z—1

Z{nu[n]}:—zdciZ{u[n]}:—sz( : ):(Z_Zl)2,

ROC : |z| > 1.

b) Na isti nacin se pokazuje: X (z) = Ez(ir)l?,), ROC: |z| > 1.
c)
z

Z{n(nz—l)u[n]} :% (2 {nzu[n]} — Z{nun}}) = G- ROC: [z] > 1




6.3. ZADACI 209

d) Primenom teoreme o pomeranju u vremenskom domenu Z {f[n — k]} = 27% Z {f[n]} dobija se

Zl—k

z—1’

X(z) = ROC : |z| > 1.

e) Posto je
z[n] = (n+1)%un] = (n+ 1) ufn + 1] = z1[n + 1],

gde je x1[n] = n?u[n]. Na osnovu prethodnih transformacija i teoreme o pomeranju u vremenskom
domenu je
z(z+1) 22 (z+1)
X(Z) = Z{xl[n‘i‘ 1]} = Z(Xl(Z) —xl[o]) =z ((2’—1)3 - > = W, ROC : ’Z‘ > 1.
f)
2
n n _ az z oz
X(z) =Z{na"un]} + Z{a"un|} = = a)? to .= G—a)y
1
ROC 7 = Tim |22 ]‘ —la| = |2|> ||
n—oo | x[n]
g) Na osnovu tablice dobija se
1 az sin (& z
X(Z):i 2 (27r) 2T 2 27
az —2azcos(§)+a z¢+a
1
ROC: 7 = lim 2ln + ]‘ =lal = |z|>]al|
n—00 q:[n]

Zadatak 5.3.

Odrediti Z transformaciju i oblast konvergencije datih nizova ako je 8 € R:
a) a1[n] = sin(An) ufn],

b) aa[n] = cos(@n) uln],

¢) x3[n] = sinh(fn)uln],

d) x4[n| = cosh(Sn) uln].

Resenje:
a), b) Posto je Z {ejﬁ”} = =7, ha osnovu teoreme o linearnosti, dobija se da je:
i\ _ . _ z _z (z —cos(B)) + j z sin(pB)
z {e } Z {eos(fin) +j sin(Bn)} 1—e#  z—cos(B) — jsin(B) 22 — 2z cos(B) + 1
Odavde je
z(z — cos(B))
z —
{cos(Bn)} 22 — 2z cos(f) + 1

i

2 fsin(Bn)} = o)

22— 2z cos(B) + 1

O prstenu konvergencije ovih nizova ima smisla govoriti samo za konkretnu vrednost promenljive 3 jer
su nizovi x1[n] i x2[n| u stvari funkcionalni nizovi po promenljivoj 3:

zi[n] = z1[n, B], x2[n] = z2[n, B].
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Posto za svaki par nizova x1[n] i z2[n] vazi |z;[n]| < 1,7 = 1,2, to ¢e za svaki takav niz sigurno vaziti da
postoji njegova slika za |z| > 1, §to se moZe pokazati primenom Kogijevog kriterijuma konvergencije:

r= lim {/|z;n]|=1, i=1,2.
n—oo

c), d) Lako se moZe pokazati da za nizove vazi

z (z — cosh(p))
22 — 2z cosh(B) + 1

Z{cosh(pn)} =

z sinh(f3)
— 2z cosh(B) +1°

U ovom kao i u prethodnom slucaju prsten konvergencije zavisi od konkretne vrednosti 5.

Z {sinh(pn)} = 2

(1) Bpo—(nt1) 8
ce— 1 2 — P = o8
ROC .T—nh_)IgO gy =le’|=e
2

Zadatak 5.4.

Odrediti Z transformaciju i oblast konvergencije datih diskretnih signala:

a) x[n] = 47 uln],
b) x[n] = 4y uln,

c) z[n] = 2 y[n), B eR,

n

d) z[n] = (n —1)*uln],

e) zfn] = " un),
f) z[n] = —a""? cos (%) uln],
g) x[n] = nncos(nﬂ) uln],
h) z[n] = Sr (14 (=1)") ufn].

Resenje:

a) ROC: lako se pokazuje da je r = 1.

1 > uln n > uln —(n > ufn—1 n
Z{n+1u["]}zzn[+]1z :Zzngu]lz(ﬂ)zzz [n L.

n=0 n=0 n=1

o
Na osnovu teoreme o integralu slike je Z {M uln — 1]} = f M

o ds, pa je u ovom slucaju

odnosno z[n| =uln| i

1 -1 [/1 1 —1
zZ uln] :z/s_l ds:z/ ) ds=zIn(2
n+1 s s—1 s s
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ROC: z € C.

¢)
- { sin(gn) 1]} _ 7’2 {sin(fn) uln]} — sin(0) | 752 sin(g)

n S

o0 oo

- sin(/3) s sin() 5 —
B / 52 — 2s cos() + cos?(B) + sin?(B3) d / (s — cos())? + sin?(B) d

1 70 1 ds — /OO . m tam z—cos(B)\ _ tan sin(/3)
~ sin(B) s—cos(B) ) 2 1 o= 2r1 2 o sin(B) I cos(B) )
> () + ETOn

Konacno je

Z{Sin(ﬂn)u[n]} —Z{Sinsfn)u[n— 1]} + 2[0] = atan (Sm(ﬁ)) + 8.

n z — cos(p)

d) Na osnovu zadatka 5.2 je Z {n?u[n]} = Z('Z(ir)ls) Na osnovu teoreme o pomeranju argumenta je

g z(=z+1) 241
XE) =" o T o

z z
X =
(2) 2(z—a)+2(z—|-a)
f) ,
_ n nm 1 =z
X(z)=—a 2Z{a cos (?> u[n]} Rt prn
X(2) = — d 2% — zcos(0) () +
 Tdz \22—2zcos(0) +1) (22 -2z cos(f) + 1)2
h)
R RN ) Lo o WP
X(Z):ZTZ :Z(),n/'():ez_i_ez
n=0 : n=0 ’
Zadatak 5.5.

Ako je poznata Z transformacija signala x[n] = n?

a) y[n] = n?a"uln,

b) y[n] = ZkQ ak.
k=0

u[n], odrediti Z transformacije slede¢ih signala:

Resenje:

a) Na osnovu teoreme o mnoZenju sa cksponencijalnim ¢lanom Z {a" z[n]} = X (£) dobija se:

_alGtl _axz+a)
Ty T e




212 GLAVA 6. Z TRANSFORMACIJA

n
b) Na osnovu teoreme o sumi niza se izvodi da je Z { x[k]} = -7 X(2) i na osnovu tacke a) se

k=0
dobija

az’(z+a
Y —
(2) (z=1)(z—a)3

Zadatak 5.6.

a) Ako je z[n] = z[n, k] = ("Zk) u[n], dokazati da je Z {z[n,k]} = (zfl)kH.

Na osnovu tacke a) odrediti Z transformacije i odrediti oblast konvergencije sledeéih signala:

b) y (n+k)

c) yln] = (i) uln,

d) y = (") ulnl,
e) yln] = (") uln
Resenje:

a) Prvi nacin: Na osnovu identiteta W =30 ("F) 2" je

Z{z[n,k]} = Z(n+k> = (1_le)k+1 = (Zi1>k+1.

Drugi nac¢in: KoriSéenjem konturne integracije.

x[n] . 1 anl Zk+1 d 1 . dk n—1 Zk+1 . 1 dk n+k _
k' z—1 dtk

S . lim li
21 f (z— 1)1 YT g 2Bkt =y
T+

_(n+k)(n+k-1)...(n+1) [(n+k
- i (")

Ocigledno je ROC: |z| > 1.
b) Na osnovu tacke a) i teoreme o mnoZenju eksponencijalnim ¢lanom je

Y(z) = <Z§1)k+1 _ <Zia>k+la

atl (n+k+1)!

n+1 (n+1+k
nt1)! k+1
ROC :r = lim % = lim % = lim ]a\u:\tﬂ.
T )| T | T
z
c)ynl=zn—k = Y(z)= R ROC : |z| > 1
1
d) yln] =2n -k -1 = Y(z)zi(z_l)kﬂ, ROC: |2 > 1
Zm+1
e)yn|=zn—k+m|] = Y(z)= CEEE ROC : |z| > 1
Zadatak 5.7.

Nagéi inverznu 7Z transformaciju:
z+1

a) X(2) = =51

b) X(2) = 55k,
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_ 9.3
C) X(Z) zz2 QZz ;—1(2;: 1)12’

3_
@) X() =2 5520
3
) X(2) =2 42558,
3
f) X(:) = 2 52,
Resenje:

a) Prvi na¢in: Rastavljanjem na parcijalne razlomke
U vedini racionalnih funkcija rastavljanje na parcijalne razlomke predstavlja jednostavniji postupak.

X(zy= 2 _ 1 :Z_l(Qz_ z)

z—3 z-—1 z—3 z-—1

z[n] = (2-3"1 = 1)u[n — 1]

Drugi na¢in: Na osnovu definicionog konturnog integrala
Zan > 1 isti su polovi funkcije X (2) i 2"~ ! X(2), tako da vazi:

z[n| = es—Zn_1 (z+1) es—n_1 (z+1) n=l_
=R - 8-y 2°

Za n = 0 se pojavljuje jos jedan pol u podintegralnoj funkciji 2" ! X (z):

1 1 1 2
mm:nm( 2+ s s ):_

n—0

R G- =3 G-1)  SSi3=1)

Sto nije moralo da se raCuna jer je o¢igledno na osnovu teoreme o pocetnoj vrednosti:

z[0] = lim X (z) = 0.

Z—00

Na osnovu toga finalni izraz glasi

z[n] = (2-3"71 = Duln —1].

b) Prvi nacin:

X(2) 20 19 12 1 ( 20z 192 122
Z) = —_ —_ =z — —
z—3 z—-2 (2-2)? z—3 z—-2 (z2—2)?

zn]=(20-3""1 —19.2""1 —6(n—-1)2" Hun -1 =(20-3""1 —13.2"1 —6n2""Hun — 1]

Drugi nac¢in: Podintegralna funkcija 2"~ ! X(z) ima pol u nuli za n = 0, ali definicioni integral
inverzne Z transformacije nije potrebno racunati jer je o¢igledno da je z[0] = lim,_,» X (2) = 0. Za
n > 1 su polovi funkcije 2”1 X (2) i X(2) isti, tako da vaZi:
dzn+1+2z +32n1

2+ 1) (24 2) 2+ 1) (24 2)

=R R =20-3""1 4 lim =
=R oo PR a0y TN -3
1) 27 n—1 2 -1 n—2 _ (,n+1 9 4N n—1
_ 90.3n—l gy (D AT 42012 23T gsn(6ng13) 2,

z—2 (Z — 3)2
z[n] = (20-3""1 —13.2""1 —6n2" Hun - 1).

¢) Prvi nadin:

z z

z[n] = u[n] +12-2" 3 u[n — 3
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Drugo resenje:

nog 2t =223 412212 g 2t —2234+122—12

L S e Yy I

oln] = Rege CEDICE

Za n < 3 je na osnovu prve grani¢ne teoreme

z[0] = lim X (z) =1,

Z—00

23—222+122—12_

z[l] = lim z(X(2) —2[0]) = lim 2

Z—00 2—00 Z4—3Z3+222 -
3 2
. 9 2 B . 2°+1027— 122
x[Q]—Zlggloz X(z) — 2% z[0] zx[l]—zlgrgoz A 351222 =1

Prema tome je

z[n] = (1+3-2"" Y u[n — 3]+ 6[0] +6[1] + [2] = u[n] + 123" 3 un — 3).

d) 3
12 2 1227° 2
X2 oty m 2t e
x[n] = 24[n] + 12 - 2" % u[n]
e) 3
10 30 102z >z
X(Z):2+;+?+ﬁ
z[n] =26[n] +1040[n — 1] + 304[n — 2] + 102 - qn—3 ufn]
f
| X(2) =242 52 +243 57 EZ*lJr%z*l
z) = (22-1)(2—3) -—3 211 -3
1
z[n] = 246[n] + (—g + Z (=Dt 4 5Z ) 3n_1) afn — 1]
Zadatak 5.8.

Primenom Z transformacije odrediti sopstveni odziv sistema opisanog diferencnom jednacinom:
a) z[n+2] —5zxn+1]+6xn| =0, z[0]==z[1]=1,

b) z[n+2] —6x[n+1]+9x[n] =0, z[0]=1, z[1]=0,

c) zn+2]—2zn+1]+4zn] =0, =z[0]==z1]=1.

Resenje:

U svim tackama primenjuje se Z transformacija na levu i desnu stranu polazne jednacine.

a)
2 X(2) = 222[0] — z2[1] = 5 (2 X (2) — 22[0]) + 6 X (2) = 0,
(22 =524 6) X(2) = 22 — 4z

z(z—4)  z(z—4)

X(z):z2—52+6_ (z—2)(2—3)
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Prvi nadin: rastavljanje na parcijalne razlomke

1 z—4 1 z—4 2z z
X(z) = li li — _
(2) Z(z—2zl—>r%z—3+z—3,zl—r>rzl’,z—2> 2=2 z-3

z[n] = (2-2" —3")uln|

Drugi nac¢in: racun ostatka

1 -4 —4 —14
n—1 & (Z ) — Reszn—l z (Z ) + Reszn—l z (Z )

x[n]:%jﬁz (z—=2)(2=3) =2 (2—2)(2—=3) =3 (2—2)(¢—3)

zn)=2""1. 443713 =2 3" 5 >0

b)
22 X(2) = 222[0] — zz[1] =6 (2 X (2) — 2z[0]) + 9X(2) =0,
(22 =62 +9) X (2) = 2°

Z2

(z—3)

X(z) =

[]_i Zn+1 L in-i-l_( +1)3n >0
= i (z—3)2_zl—r>%dzz -\ » =

22X (2) = 222[0] — z2[1] — 2(2 X (2) — 22[0]) +4 X (2) = 0,
(22 =224 4)X(2) =22 -2

_ 22— 2 _z(z—ZCos(g))
X(Z)—z2—22+4—z2—4cos(§)+4

Na osnovu tablice je z[n] = 2" cos (%) u[n].

Zadatak 5.9.

Primenom 7 transformacije odrediti potpuni odziv sistema opisanih diferencnim jednacinama:
a) z[n+2] —5z[n+ 1] +6xn] =nuln], z[0]=1, z[1] =1,

b) z[n + 2] — 7Tx[n+ 1]+ 12x[n] = T uln|, =z[0] ==z[1] =0,

c)3zn+2] —4zn+1]+zn| =3"(n—1)un|, =0 ==z[1]=1

Resenje:
a) Kako je
(22 —52+6)X(2) :22—4z+w,
X(2) = 22— 4z N z(z+1)

22—=5z246 (2—1)3(22-52+6)’

tfn) = 271 {Z;i;jjﬁ} 1z { Ry E’ij_léz 6 } '

~—
sopstveni odziv prinudni odziv

dobija se da je

Sopstveni odziv je veé¢ odreden u zadatku 5.8 pod a) i iznosi

zy[n] = 27T — 3,
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Prinudni odziv zavisi od pobude i karakteristi¢nog polinova i odreduje se iz

EICES)
X&) = o251 6)
pa je
_ 1 2 (2 +1) PR O L S 2 (z+1) _
xp[n]_%jf(z—l)?’(z_2)(2—3)__3'2+ 8 +2!21—>H116L22<(Z_1)3(Z—1)3(2_2)(Z_3)>_
T+

4-3" 1 . (n+Dnz"l4nn-—1)2

- — . n —

=S gy I 25246
¢ lim ((n+1)z”+nz"*1)(—2z+5)+(Zn+1+zn)—2(z2—5z+6)+2(2z—5)2 _
Z—1 (22 —-52+4+6)? (22—-52z+6)3

4.3 n24+3n+5

=_-3.2" > 0.
3 + 3 + 5 , n>0
Potpuni odziv glasi
4.3" 243 5
m[n]—2”+1—3”+<—3-2”+ - + = +2"+ >u[n}.

b) Kako su pocetni uslovi jednaki 0, diferencna jedna¢ina nema sopstveni odziv. Potpuni odziv je
jednak odzivu na pobudu. Zato je

z

X(Z)— 2—17 i z B Z n z _ z
2 —T2+12 (-7 (z—-4)(2-3) 12(z—7) 4(2—-3) 3(z—4)
pa je
x[n] = ﬁ—I—y—g u[n]
S\12 43 '
4_10.3 2 _
o) X(Z):3z 192°+322 -3z

(z—1)(32—1) (2 —3)

—n

3
aln] = g (8n9" —29-9" +208-3" = 51), n >0

Zadatak 5.10.

Primenom unilateralne Z transformacije resiti sisteme diferencnih jednacina.

a)
z[n +2] —y[n] = 0 0] = y[0] =1
yln+2] +z[n] =0 z[1] = v2,y[1] =0
b)
aln+1] = afn] — bjn] + 3" al0] =3
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c)
z[n+2] +z[n] —y[n] —z[n] =0 z[0] = y[0] = =[0] = O
yln+2)+yln] — afn] — 2l] =0 f1] = y[1] = 2[1] = 1
zln+ 2] + z[n] — z[n] —y[n] = 0

Resenje:

a)

22X(2) =22 —2v/2-Y(2) =0

2Y(2)— 22+ X(2)=0

Resenje ovog sistema je:

X(z) = 22 _ /3 z z sin (%)
22 —\2z2+4+1 22 —2zcos(§)+ 1
B 22 —\2z I (z—cos (%)) — z sin(5)
Y(z)_ZQ—\@z—i—l_ 22—2221308(%)4-14
Dobija se:
zln] = v2sin ((n+1) %) ulnl,
y[n] = (cos (n %) —sin(n %)) uln] = v2 cos ((n+1) T) uln].
b)

z—3
ResSenje ovog sistema je:
22 322 z
A(z) = )
(2) (z=3)(z+1)(2—2) + (z+1)(2—2) * (z=3)(z+1)(2—2)
2 1 1
B(z) = — z+ B 3z _

(z2=3)(z+1)(z=2) (z4+1)(2—-2) z-3

Dobija se:
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Zadatak 5.11.

Primenom unilateralne Z transformacije izracunati slede¢e sume:

0S5 ()

m=0
“fv4+m\ (n+k—v
=3 (0 ()
v=0
Resenje:

a) Posto se radi o konvolucionoj sumi, vazi s, = s[n] = Z71{S(2)} = Z71 {X(2) Y (2)}, gde su

ofal = (1)l ol = () utel

S . z z _ z . z
(2) = (- DRz 1)F+ (G122 ° (» — 1)@k+D+1

s[n] = (272111) afn]

A1 Skl

b) Kako su 2 {("/")} = i i 2 { ("}*) } = Zyeer. dobija se

sz+k+1
(z — 1)m k141

o] = (n+m+k+1> .

S(z) =

m+k+1

Zadatak 5.12.

Primenom unilateralne Z transformacije izracunati slede¢e sume:
n

a) s, = Z k2 a®,
k=0
n—1

b) s, = Zcos(k,@),
k;o

C) Sp = Z(k —n)? k2

k=0
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Resenje:
a) Na osnovu zadatka 5.5 je
S(2) = z az(z+a) . 22 (2 + a) .
z—1 (z2—a)? (z—=1)(z—a)3
Primenom inverzne Z transformacije se racuna
2 (24+a) a d> 2"(z+a) a(a+1)  a d? 2" (z +a)
p=limaZ 2 TY L Gy - D gy &2 BTG
= e (z—a)3 RICTI P R - (1-a)? ERS T R
Posto je
Ll (Z+ CL) B L2 aq, Lmtl
z—1  z-1 z—1"
moze se uvesti pomocéni niz
d? 2nt? (n+1)(n+2)2" 2(n+2)2"tt 2,02
=1 1i — =
2n] = chad?z—1 zlgé( z—1 (z—1)2 +(Z—1)2>
_(r+1)(n+2)a*  2(n+2)a™! N 2a"+?
BCESY CESIEARRR e
Sada je
_a(a+1) azn] dzn-1]
TP 2 2
o @ (a+1)  (n+1)2a"H ~ (2n+3) ant? N 2a"+3
" (1—a) a—1 (a—1)2 (a—1)3"
1 z (z — cos(f8 1 z z(z—=2cos(B)—1)
b) Z{s,} = 5 ) = - - (2 (
z—122—-2zcos(f)+1 2 \z—1 22—-2zcos(fB)+1
Posto je
z(z—2cos(B) — 1) z (z — cos(f)) z (1 + cos(f)) 1+ cos(f) .
- - -z B Ml el
22—=2zcos(B)+1  22—2zcos(B)+1 22—2zcos(B)+1 cos(nf) sin(B) sin(nf) ¢
dobija se
cos (g) sin (%ﬂ) cos ((" 5 )5)
sp== | 1—cos(nB) sin(nf) | =
sin (g) sin (g)
z(z4+1) z(z+1) 24 +223 4 22
b) Z{sn} = 3 3 = 6
(z=1) (z=1) (z—1)
1 n+3 n+2 n+1 4
o = L 4242 (43 49 n+2 n n+1 :n(n 1)
27j (z—1)8 5 5 5 30
T+

Zadatak 5.13.*

Primenom unilateralne Z transformacije resiti sisteme diferencnih jednacina.
n

a) s, =y (-1 (i), z>n,z €N,

k=m

D=2 () ()

unEeor ()T

k=0
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Resenje:

a) Polazna suma se moZe napisati na slede¢i naéin:

S ()= 3o (7) - B ()

k=m k=0 k=0
Posto je
x = N n(x * z—1\"
{er () -2 () -3 ()-0-0) - (57)

Na osnovu teoreme o transformaciji kona¢ne sume sleduje

AEr Q)= () - ()

m—1
-1
Na isti nacin je Z(—l)k (2) = (—1)m! (:1: 1). Sleduje da je
k=0

b)

- (2 () - (2
)
- (32 (- (1)

<v—m—1>
Sp =
n

Zadatak 5.14.

Neka je z[n] = (—1)"u[n] + o™ u[—n — ng]. Odrediti ograni¢enja za vrednost kompleksnog broja « i
celog broja ng ako je oblast Z transformacije X (z) ROC: 1 < |z| < 2.

Resenje:

Signal x[n] = (—=1)"u[n] + a™ u[—n — ng] nije ogranicen i on se sastoji od jednog signala ograni¢enog
sa unutraSnje strane i od jednog ogranienog sa spoljasnje strane formirajuéi prsten u Z ravni kao na
slici 5.14.1.
Ako predstavimo signal z[n] = z1[n] + z2[n], gde je z1[n] = (—=1)"uln], a z2[n] = «
vidi se da je z1[n] ogranifen sa unutrasnje strane, a z3[n| sa spoljasnje strane.
z

Z transformacija signala z1[n] je X1(z) = -Z7. Ima pol 2z, = —1 i on se nalazi u unutradnjosti
ROC: |z,1| < |2].

"u[—n — ngl,
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Slika 5.14.1.
Za drugi signal vazi
—no Y +00 . 210 10 (g)no
Xo(z) = Z a2z = Za A== a
n=—oo n=no
Pol drugog signala je zp» = « i mora da se nalazi u spoljasnjosti ROC prstena, odnosno |z2| = || > 2.

Kako vazi da je |z| < 21 |a] > 2, onda je ’§| < 1. To znadi da je red konvergentan za bilo koji ceo
broj nyg.

Zadatak 5.15.

Ako je impulsni odziv diskretnog sistema h[n] = (n + 1) a® ™2 u[n]:

a) Opisati sistem diferencnom jednacinom.

b) Nacrtati blok dijagram sistema.

c) Naéi potpuni odziv za n > 0 ako se sistem pobudi siganlom z[n] = " 2u[n — 2], a pocetni uslovi
su dati sa y[0] i y[1].

Resenje:

2

a) Impulsni odziv moZe da se napise u slede¢em obliku h[n] = a?n a™ u[n] +a? @™ u[n]. Na osnovu toga

se dobija funkcija prenosa u Z domenu:

2.2 2
o az z a” z a
He = (om0

Posto je Y(z) = H(z) X(z), vazi da je

(z—a)?2 (1—az"1)?

(1—2az"t+a%272)Y(2) = a® X(2),
y[n] —2ay[n — 1] + a®y[n — 2] = a* z[n)].

b) Kako je y[n] = 2ay[n — 1] — a? y[n — 2] + a® z[n], crta se blok sema 5.15.1.
c) Da bi se odredio potpuni odziv sa postinicijalnim pocetnim uslovima:

yln] = 2ayln — 1] + a®y[n — 2] = a®z[n + 2],
odnosno kada se ta ista jednacina pomeri dva odbirka unapred:
yln + 2] — 2ay[n+ 1] + a® y[n] = a® z[n + 2] = a* b" uln].
Primenom Z transformacije se dobija

2V (2) — 22y[0] — 2y[1] — 202 Y (2) + 2a2 y[0] + a* YV (2) = a® (22 X (2) — 2% 2[0] — zz[1]),
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DA D) o
- [ fl ‘

< D
!
D
Slika 5.15.1.
pri ¢emu je z[0] = z[1] = 0, pa je
= zy[1] + (2% — 2a 2) y[0] a? 22 2 A zy[0] 2z (y[l] — ayl0]) a’z
Yiz) = (2 —a)? +(z—a)2 b z—a (z —a)? —l_(z—a)Q(z—b)7
pa je

Mna" uln] + <(ba_b:)2 + n-1) a”:b:z)(;”t k) Ll > u[n].

Zadatak 5.16.

Ako je impulsni odziv diskretnog sistema h[n] = (n 4+ 1) a™" u[n]:

a) Opisati sistem diferencnom jedna¢inom.

b) Nacrtati blok dijagram sistema.

c) Nadi potpuni odziv za n > 0 ako se sistem pobudi siganlom x[n] = b" 2 u[n — 2], a pocetni uslovi

a

su dati sa y[0] = § i y[1] = a.

Resenje:

a) h[n] =na ™un] 4+ a ™ uln]

az az a?

- (az —1)2 +az—1 T aZ—2az 1422
(a®> —2az7' + 27 Y (2) = a® X(2)

yn] —2a tyln — 1] + a2 y[n — 2] = z[n]

H(z)

b) Na osnovu y[n] = 2a=ty[n — 1] — a=2 y[n — 2] + x[n] se formira blok Zema sa slike 5.16.1.

zn] + @ ylnl
+
i

297 f«—— D
a2 D
Slika 5.16.1.

c) yln+2] = 2a" y[ln + 1] +a ?y[n] = z[n + 2]
2V (2) = 22y[0] — zy[1] — 2071 2 Y (2) + 207 2y[0] + a2 Vi(2) = 22 X (2) — 2% 2[0] — zz[1]

a2 b (n _ 1) a7n+2 o bnafn+3

2 m uln] +

y[n] = uln] + (a - E) na " uln] +
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Zadatak 5.17.

Kauzalni vremenski invarijantni sistem je opisan diferencnom jednac¢inom 2 y[n+ 2] —y[n+ 1] —y[n] =

a) Primenom Z transformacije na¢i impulsni odziv sistema.
b) Ako su zadati uslovi y[0] = 11 lim y[n] = 2, primenom Z transformacije nac¢i odziv na pobudu
n—oo

z[n] = (=2) " uln].
Resenje:

a) Impuslni odziv se dobija resavanjem diferencne jednacine 2 h[n+2|—h[n+1]—h[n] = §[n]. Primenom
7 transformacije dobija se funkcija prenosa:

1 1 zz71 zz71

H(z)=

22 —z—-1 (22+1)(z—1) 3(z—1) 3(z+1/2)

Na osnovu toga je

B :% (1 - <—;>n_l> wfn — 1] :% (1 +2 (_Dn) wfn — 1.

b) 2(22Y (2) = 22y[0] — zy[1]) — (2 Y (2) — 29[0]) = Y (2) = 525
Posto je y[0] = 1, vazi da je

2z 222+ 2 (2y[1] - 1)

YO =oryreony T mane-1

Na osnovu teoreme o krajnjoj vrednosti

2 1+2y[1]

nh_{r;oy[n] = ;;H%(Z -1)Y(2) = 9 + — = 2,
13
1] =—.
ylll = -
2 10
Y(Z) _ 22 2z +Z§

(22+1)2(z—1)+(22+1)(z—1)

= (o= (2) 3 (1)) o

Diskretni sistem sa dva izlaza je opisan sistemom diferencnih jednacina:

]

Zadatak 5.18.

yi[n] — y2[n — 2]
y2[n] — y1[n — 2]

x
0
a) Odrediti impulsni odziv primenom Z transformacije.

b) Odrediti ustaljeni odziv ako je z[n] =3 - cos (%4").

¢) Odrediti sopstveni odziv ako je y1[0] = y2[1] = 0, y1[1] = y2[0] = 1 pri nultoj pobudi. Potom odrediti
i prinudni odziv za z[n] = 2™u|n].

Resenje:

a)
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Ya(z) — 272Y1(2) =0

Dobija se da je Hy(z) = zfil =1+ zzil% — zz*1% — zzflzé/fl, pa je:

haln] = o[l + Sufn— 1] — 21 Yufn— 1] = Lsin (P20 wpn— 1),
4 4 2 2

2 1/4 1/4 1/2

i =271 / 2271 / 2271 /

24 —1 z—1 z4+1 2241
1 1 1 —1

holn] = =ufn —1] — =(=1)" tuln — 1] + isin <(n)7r> u[n — 1]

Hy(z) = 27 2Hy(2) =

4 4 2
b) Prostoperiodi¢na pobuda daje prostoperiodi¢an ustaljeni odziv.
yrusln] = 3Re {Hy (%) }eos (22) = 3Tm { Hy (/%) }sin (22) = 5 cos (42) + % sin (%)
Yaus[n] = 3Re {HQ (ej%) } cos (%) —3Im {Hg (ej%) } sin (%) = /3sin (X

c¢) Sopstveni odziv se dobija na sledeé¢i nacin.

yi[n+2] —y2[n] =0
y2[n +2] —y1[n] =0

Primenom Z transformacije dobija se

2Y1(2) — 2%y (0] — 2y [1] — Ya(2) = 0
Z2Y2(Z) — 2%y, [0] — zy2[1] — Yi(2) =0,

y1s[n] = un] + 3 sin(nr/2)un] — 1 cos(nm/2)uln],

Yas(2) A4z 22—z+41 A L Bz+C
z) = =z =2z z
25 24 —1 (z—=1)(22+1) z—1 22+17

yas[n] = $uln] — § sin(nr/2)uln] + 1 cos(nm/2)uln).
Prinudni odziv se odreduje konvolucijom impulsnog odziva i signala na ulazu.

Yip(e) = Xz = £ 2)2(524 -1 z{zl * zljuzl + z(iz2 * szif
1 1 16 247 1 1
A=—(B= i3 0= Q=" D=5 =
y1p(t) = —%u[n] + 112(—1)7111[71} + %2"u[n] + % cos (%) uln] + %sin (%) u[n]
Vop(2) = X()Ho() = 1= 2)2(324 5= e ff’l - 7
1 1 4 —2—j 1 1
A=—pB=gC=5Q=— D=5 E=—3
yap(t) = —iu[n] + 112<—1>”u[n} + %%m = % cos (%) ufn] — %sin (%) ufn]
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6.3.1 SC kola*

Zadatak 5.19.

a) U funkciji od R i C odrediti prinudni odziv kola sa slike 5.19.1 ako je pobuda vy(t) = u(t).

b) Ako se otpornik u kolu sa slike 5.19.1 zameni dvofaznim paralelno prekidacko kapacitivnim ekvi-
valentom, gde je ucestanost prekidanja wg = 17_—0, a 7 vremenska konstanta kola, odrediti vrednost
kondenzatora u prekidacko kapacitivnom otporniku.

¢) Analizirajuéi stanja prekidaca i protok naelektrisanja, formirati diferencnu jedna¢inu kola i odrediti
prinudni odziv kola v;[n] ako je pobuda vy[n| = u[n].

d) Dokazati da je signal v;[n] aproksimacija signala v;(t).

C
vg(1) v;(t)
R

Slika 5.19.1.

Resenje:
a) Kolo sa poc¢etnim uslovom v(0) je prikazano na slici 5.19.2.

C

vg(t) (M | vi(t)
N |

ve(0) u(t)

Slika 5.19.2.

Kako je i¢(t) = L}(;) =2 (t)_vC(Oléu(t)_UC(t), odreduje se diferencijalna jednacina:

dvc | vo _ vg —vc(0)u(t)
dt ' RC R ’

pri ¢emu je za odredivanje prinudnog odziva v (0) = 0. Nakon primene Laplasove transformacije

1 1
G*mJW@:ﬁa

1
Vo(s) = ——7—T1
sRC (S + m)
paje Vi(s) = Vy(s) = Vo(s) = 1, paje

RC
vi(t) =e 7 u(t), 7=RC.

b) Na slici 5.19.3 je prikazano kolo u kome je otpornik zamenjen prekidacima kontrolisanim signalima
¢1 1 @2 1 kondenzatorom C. Perioda prekidanja prekidaca je data sa:

2 wT
==
L
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pa je odgovarajuéa kapacitivnost:

vg[n] O_{ }Tﬁw ]
)

—a

Slika 5.19.3.

¢) U toku prve polovine periode Tyg je uklju¢en prekidac ¢, a iskljucen ¢9, pa je odgovarajuce kolo
kao na slici 5.19.4 levo. Vrednosti vg[n], ve[n] i ver[n] su napon na ulazu i naponi na kondenzatorima
na pocetku periode. Kada se primeni Laplasova transformacija dobija se da je

Vi(s) = 5 ﬁ - <Ug[n] —ve[n] — UClM) n 001[n]’

=+ 2 s s
«r v O wy[n] —vc(n] C1  vel[n]
%(S)_C+C’1 S JrC’%—Cﬁ s
vl = o (wylnl —voln)) + 5o vl
t ¢ t ¢ 1
vg[n]u( )O @ I v;(t) vg[n] vi[n + 1]
veln]u(t) -
verlnlu(t) (5
—_— O —_— G

Slika 5.19.4.
Na slici 5.19.4 desno je prikazano kolo u drugoj polovini periode Ts kada je iskljuc¢en prekidac ¢1,
a ukljucen ¢o. Za vreme ove periode se kondenzator C; isprazni, pa je voi[n + 1] = 0, a kako nema
struje vazi da je v;[n + 1] = v}.
Na osnovu analize u drugoj polovini periode se vidi da vazi da je ver[n] = 0ive[n] = vg[n—1]—wv;[n].
Dobija se
C

viln + 1] = avg[n] —avgn — 1] + awvin], a=

C+Cr
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Primenom 7 transformacije je
2Vi(z) = zv[0] —aVi(z) = a (1 —271) Vy(2),

sto za v;[0] = 0 daje
-1
(z—a)Vi(z):az : = a,

z z—1

pa je Vi(z) = =%, odnosno

z—a’

n—1

vi[n] =aa" un —1] = a"uln —1J.

d) Na slici 5.19.5 su prikazani dijagrami v;(t/Ts) i v;[n]. Vidi se da je v;[n] zaista aproksimacija v;(t).

1 T T T T

0.9} Uz‘Et{Ts) ]

Slika 5.19.5.

Zadatak 5.20.

a) Za kolo sa slike 5.20.1 odrediti zavisnost izlaznog signala od ulaznih signala ako su pocetni uslovi
jednaki nuli. Faze takta odabiranja su ¢ i ¢9 kada su odgovarajuéi prekidaci ukljuceni.
b) Odrediti odziv kola v;[n] ako su vi[n] = a™ u[n], ve[n] = nuln] i vs[n] = d[n].

¢2 klc k4C

vl o—oTo ! I I I )é("_“
Z@ o1 2
O)ﬁmr
e

ksC

Q

v3[n] o ||

Slika 5.20.1.
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Resenje:

a) Kolo sa slike 5.20.1 moZe da se rastavi na 4 kola koja imaju razli¢ite funkcije kao na slici 5.20.2. Na
slici 5.20.2 je 1) prikazan invertujudi integrator ¢ija je funkcija Vi1(z) = —k4 ;%7 Vi(2), 2) je neinvertu-

juci integrator Via(z) =
Via(z) = —k3 V3(2).

(), 3) je invertujuéi integrator Vi3(2) = —k2 ;%5 Vg( ) 14) je pojacavac

e

! —|
& ko€
va(n] o—o/r o—l—i Z@z vi[n] .
vi[n
=

ksC'

vs[n] o—| li

Slika 5.20.2.

Nakon primene superpoyicije dato kolo se moze predstaviti blok dijagramom sa slike 5.20.3.

Vi(z
1z) | ey k2

VQ(Z)

—

‘/3(32 —kg(z — 1)

Slika 5.20.3.

Na osnovu dijagrama je:

1
Vite) = i (B Vi) =k 2 Va(e) =k (2= 1) Vo(2)) = = (ka Vi) —ka 2 Va(2) —hs (2=1) Vi (=)

z—1
o= i
Vi(z) = ak & k > oy 2t
i(2) =« -« -
: 1(z—a)(z—oz) 2(z—oz)(z—l) S
n n 1 n+1
vl[n]:<k1aa Y kea R "+1> [n] + ks o™ uln — 1]
a— o 1-a
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Zadatak 5.21.

Za kolo sa slike 5.21.1:

a) Odrediti funkciju prenosa u Z domenu.

b) Odrediti prinudni odziv na pobudu v4[n] = (n — 1) a" un — 2].

Smatrati da su operacioni pojacavaci idealni, ¢ i ¢o su faze takta signala odabiranja kada su odgova-
rajuéi prekidaci ukljuceni.

C b2
I
|

b2 3
vg[n] O——Oz \o—l—{ :WKC
o
% 91 ? P1
2C

1 Lo viln]

Slika 5.21.1.
Resenje:
a) Formira se blok dijagram sa slike 5.21.2.
— |
—3(z—1) |«
Va(2) ' Vi(2)
1 1
g 4’@—' z—1 4 i | oz—1 g
L —2(z —1)
Slika 5.21.2.
Na osnovu blok dijagrama funkcija prenosa glasi:
(32 +2(2 = 1) 7ty 5z —2
z:_l z 3(z—1) = 1\2°
1o T IGo0e (z-3)

b) vy[n] = a? a2 ((n —2) + 1) uln — 2]

Vy(z) = a® 277 ((z izay 7 i a) T (2 i2@)2
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a? 3 1 L | 5a—2 1 3 5. 1 .
Vl(z):—4<1_ 3, _ 1 1 N3 . 1\? T 1\2 ._a 1 (z—a)? zz
(2 a) 2 (2 a) (Z 2) ( 2) (a 2)
2 1 3 _
vi[n] = _az ((1 2 )2 9—(n—1) (31 10;3 (n — 1)2_(”_1) + (5a 1§2 =l (2a 1)3 (n—1) a”_1> u[n—1]
§—a i—a CL—E a—§

Zadatak 5.22.

a) Za kolo sa slike 5.22.1 odrediti kapacitivnosti Cy i Cy tako da izlazni napon ima vrednost V;(z) =

%. Faze takta odabiranja kada se uklju¢uju prekida¢i su oznacene sa ¢1 1 ¢s.
3

b) Odrediti diferencnu jedna¢inu koja opisuje zavisnost izlaznog napona od oba ulaza.

c) Ako je vy1[n] = 0 i vya[n] = Vo (n — 1) a® 2 u[n — 1], odrediti prinudni odziv kola.

P2

OJ Il
vy2[n]

o
. b2
o % Lo uiln]

Slika 5.22.1.

Resenje:

a) Primenom superpozicije kolo se moze razdvojiti na tri dela kao na slici 5.22.2.

[25)
oo < a o IO)( a o o = Gi=10pF
vu2[n] o o ’ o
N [25) ? ¢2 ? ¢2 ?
o viln]

&1

1) 2) -

3)
Slika 5.22.2.

Na osnovu pojedina¢nih delova se moze formirati blok dijagram kao na slici 5.22.3. Neka je C1 =
k1 CiCy = ko C. Odavde je

= k1 1
7 =k u - u =] = u - N .
Vi(z) = k1 (Vur(2) — 2 Vaa(2)) B T Ttk (Var(2) — 2 Vaa(2)) — I
Odavde je 1 + ko = 3, odnosno ko = 2, pa je na osnovu jednakosti lﬁw = % i k1 = 1. Racuna se
C’1:le:CzlopFngzkng:%pF.
b)

3z — 1) Vi(z) = Vui(2) — 2 Via(z)



6.3. ZADACI 231

A

——kzZ

[y

—

V) [ GB S Vi(2)

VQQ(Z)

Slika 5.22.3.

3vi[n + 1] — vi[n] = vyi[n] — vea[n + 1]
c¢) Z transformacija ulaznog napona v,2[n] je

Vo az Vo
‘/u = — = ,
2(2) az (z—a)®>  (z—a)?

pa je

Zadatak 5.23.

a) Za kolo sa slike 5.23.1 odrediti prenosnu funkciju H(z) = “//;(é)) ako su ¢; 1 ¢ faze takta kada su
odgovarajuéi prekidaci ukljuceni.

b) Ako je vi[n] = Vy (n+1) 317" u[n—2]+2 V; 6[n—1], primenom unilateralne Z transformacije odrediti
vy[n].

c) Objasniti da li je reSenje b) jedinstveno.

d) Objasniti kako se moze uprostiti kolo sa slike 5.23.1 bez promene njegove funkcije.

l 30 pF l C5 =10 pF
¢2 P2 -
o vi[n]
- - +

Slika 5.23.1.

Resenje:

a) Kolo moze da se predstavi blok dijagramom sa slike 5.23.2.
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—_

—

) [T O Vi(2)

Slika 5.23.2.

Na osnovu blok dijagrama sa slike 5.23.2 dobija se prenosna funkcija:

b) Prvi nacin:

Dobija se da je

5V, —2 —2 —2 Vo [ 52—2 52 — 2 5
Vi) =—20 (225 4g205 g2 5) M0 0FT2 | 30T +Vo<—z—1>,
N IV A\ CEE R ’

%(n—@?f”u[n—l} —Voo[n —1].

W
2
Drugi nacin:

5V

vy [n] (—5~3_”+n-3_”)u[n]+75[n]—Vod[n—l]:

5—2z71
V() = HEVE) = o Vil2) = Vul2)
Na osnovu toga moze da se napiSe diferencna jednacina kojom se opisuje sistem:
5 1
6 viln] + g”i[” — 1] = wvuln],

valn] = —% (Vo (n +1)3"" un — 2] + 2V 8 — 1)) +% (Vo3> ™ ufn — 3] + 2 Voo — 2)),

vyn] = % (n3™ " —=5-3"")uln —1] — Vpo[n —1].

c) Sve pobude koje pored odziva iz prethodne tacke proizvode i ¢lan C'd[n], gde je C' € R konstanta,
za n > 0 imaju isti oblik, pa mogu biti regenja tacke b).

d) Posto se i Cq i Cy u toku ¢y povezuju na sumirajuéu tacku pojacavaca, a u toku ¢9 na masu, umesto
4, mogu da se koriste samo 2 prekidaca kao na slici 5.23.3.

Zadatak 5.24.

a) Koristedi paralelni ekvivalent prekidacko-kapacitivnog otpornika, realizovati prekidacko kapacitivno
kolo sa slike 5.24.1. Poznato je Ry = R5 = Rg = 10k}, Ro = R3 =1kQ, Ry =100Q 1 Cy = Cy =
1 uF.

b) Odrediti vrednosti kondenzatora ako je ucestanost odabiranja wg = 1
¢) Odrediti funkciju prenosa kola u Z domenu.

d) Odrediti prinudni prelazni i ustaljeni odziv kola ako je vg[n] =5 Vu[n — 3].

6 rad
0~ ==.

Resenje:
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Dol
30 pF C3 =10 pF
&2 ? &2 -
o viln]
- - +

R3
VWA
Ry
VWA
Cy
|| G2
Ry [l || Rg
t5{tlo—— AN > no | W
VWA = Ry
+ e AL_‘ VWA -
- L o L[
= +
Slika 5.24.1.

a) Kolo sa slike 5.24.1 predstavlja propusnik opsega ucestanosti ¢ija je prenosna funkcija data sa:

S

R, O 10% - s
H(s) = - '
() 2, _® Rg 52 +100 s + 106

TR Ry RsCL Oy

Zamenom otpornika njihovim paralelnim ekvivalentom dobija se kolo sa slike 5.24.2.

1 [0

i

1 P2 Cra
—O N

L &
N Sry |
5[] o—o0 - & P2
T A U o
- LA
= L1
v;[n] I —
Slika 5.24.2.

2
Vrednosti upotrebljenih kondenzatora se odreduju prema formuli Cr; = 7;{ ,gdejei =1,2,3,4,5,6.
we R

S 14
Racuna se CRl = CR5 = CR6 = 628 pF, CRQ = CRg =6.28 nF 1 CR4 = 62.8 nF.
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b) Funkcija prenosa realizovanog kola je:

a(z—1)

H(z)=— L ,
(ZF_%)Z—F@—FC

gde jea=10% b=10%c=10% a T = ws
- 5aT z a z sin(6)
Y —H 52278 — _ 3 — A -3
©) Y(2) (2) %5 : 22420b0—-2)T+(c—b+1)T? Le 22 — 2wz cos(0) + o?

0.3142

Viz) = —
(4) =~ 561575 1012 1 3.0475 105

Dobija se av = 0.0063, cos() = —0.0490, pa je 6 = 92.8086° i A; = 50.4388.

y[n] = Ay "3 sin[(n — 3)60] uln — 3

Zadatak 5.25.*

Primenom 7 transformacije izra¢unati verizni razlomak:

R,=3— ———— } n razlomackih crta,

Ry = 3.
Resenje:

Posto se razlomak sa jednom razlomackom crtom dobija po formuli R,,+1 = 3— R ,vazida je Rpy1 Ry —
3 R,+2 = 0. Dobijena realicija predstavlja nelinearnu diferencnu jednadinu. Opstl oblik takve jednacine
glasi:

z[n+ 1) z[n|+bxn+ 1]+ czn]+d = 0.

Ako se uvede smena z[n] = wz[f[:]l] — b, dobija se jednacina

Sredivanjem izraza dobija se jednacina:

w[n + 2] + (¢ —b)wn + 1] + (d — be) win] = 0,

Sto predstavlja linearnu diferencnu jednacinu.
U ovom zadatku je b=0,c=—-31id =2, pa je

win+2] —3wn+ 1]+ 2w[n] =0,
Sto nakon primene Z transformacije daje:
2 W(2) — 22 w[0] — zw[1] — 32 W (z) + 3zw[0] + 2 W (2) = 0,

(22 = 32) w([0] + z w[1]
—3z+2
wln] = 2" (w[1] = w[0]) = (w[1] = 2w]0]).

W(z) =

)
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Sada je potrebno odrediti pocetne uslove: w[0] =11 w[l] = 3, pa je

wln] = 2" —1

)

: ant21
pa je Ry = Segr—-

Zadatak 5.26.*

Primenom unilateralne Z transformacije odrediti potpuni odziv vremenski promenljivih sistema opisa-
nih diferencnim jednac¢inama:
a) (n+2)zn+1]+(n+1)zn| =2
b) (n+1)z[n+1]—2(n+3)z[n| =
¢) (k—n)afn+1] +a(n+1)afn] = (")
d) (n®>+5n+6)aln+2] —5(n?+3n+2)

Resenje:

a) Primenom Z transformacije na levu i desnu stranu polazne diferencne jednacine i uzimajuéi u obzir
teoremu o diferenciranju slike u kompleksnom domenu, dobija se:

d d 2z
_Z£(2X< )—zm[O])—i—Q(zX(z)—z:c[O])—ziX(z)—i—X(z): 1
_z(zX'(z)+X(z)—1)+22X(z)—2z—zX'(z)+X(z):Z2_zl,
_X/(z)(z2+z)—|—X(z)(z—{—1):Z—l—z2_zl:zjj—f,
/ X(z) 1
X(2) - z  z—1
Ako se uvede smena Y (z) Xiz) dobija se da je
o2 X=X _ X -
Yiz) = 22 N z Cz(z—1)

pa je

y(z)zo—/z(zl_l)zcﬁn(zfl),

X(z) = C’z+zln< jl)

Na osnovu tablice transformacija se dobija da je

1 1
z[n] = —ndn ]C—’—ﬁ T

Napomena: Do resenja se moglo jednostavnije do¢i smenom (n + 1) z[n] = y[n].
d d
b) —z%(zX(z) —zz[0]) + 2 X (2) — zx[0] + 22 %X(z) —6X(2)=0
X'(2) (=2 +22) —6X(2) =0

dX(z) dz dz dz
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~3

(-1
zn]=C(n+1)(n+2)2"

Posto je z[0] = 2, dobija se da je C' = 1.

&) k(- X(z) — 2al0]) + 2 (= X(2) — 22{0]) — az £X(2) + aX(2) = 22

X(z)=0C

(z—a)FF1
ak 22
X'(2) (22 —a2) + X(2)(k+1)z4+a) = o
, k+1 a ak z
X'(z) + X (2) <zfa z(z—a))z(z—a)k“‘?

Dobijena diferencijalna jednacina je linearna diferencijalna jednacina prvog reda.

. s ok 52
X(z) = (Z_W(C+/akdz) = a2 + (z — a)k+2

_n(n—1)- (n—k)a"F! nn—1)---(n—k+1)a"*
2] =C (k+1)! +at (k+1)!

nla" k-1 k n! ki1l [T nf(n+1
x[n}_c(k+1)!(n—k—1)!+a CEDICEDI <k+1>+a <’f+1)

Ako se posmatra diferencijalna jednacina za zadati pocetni uslov, moze se zakljuciti da je: z[n] =0
za k > n+ 1. Na osnovu toga vazi

k
(k—(k—=1))zk] +ak x[k — 1] = (k:) a®,  x[k] = aF,

k

Vidi se da se z[k + 1] ne moZze odrediti na osnovu z[k], pa je z[k + 1] dato kao pocetni uslov:

(k—k)zlk+1]+a(k+1)z[k] = <k+1> aktt,

1 2
ok + 1] = "R o (Zi 1) § gkt (:i& S (k+Dd = Ca? +d T (k+2),

(k+1) a1 =C+ (k+2)dt, C=—-d"1

= (") (1) = ()

Napomena: Niz y[n] = (n + 1) a®"! u[n] nije resenje jednacine. &to bi se moglo pogresno zakljuéiti

na osnovu vrednosti k 4 1-og ¢lana niza z[k + 1] = (k + 1) a**+1.

d) Uvodenjem smene z[n] = n(n + 1) a[n], gde je z[0] = 01 z[1] = 1, dobija se:

z[n + 2] = bz[n + 1] + 6 z[n] = nuln],

z

X(Z)(Z2—5Z+6):m+z,
5.3" — 23 420 +3
z[n] = ;
4
5.3" —2"+3 4 2n + 3
a[n] =
dn(n+1)

Zadatak 5.27.*
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Primenom unilateralne Z transformacije naci koeficijente a[n] razvoja u potencijalni red oblika R =
“+oo

> aln]a™ funkeije f(z) = g
n=0

Resenje:

Pod pretpostavkom da se data funkcija moze razviti u stepeni red, na osnovu definicije Z transformacije
jednostavno je zakljuciti da vaze sledece realacije na osnovu kojih se moZe odrediti niz koeficijenata
a[n]

2@ty =1 (1),

-
/ <1> e 531;2?;2— 2)

1 1
aln) fz”“ f () dz = 2" 4 3n + 5.
z

Posto je

niz a[n| je jednak

T+
“+o00
fl@)=> (5+3n—2""%)a"
n=0

Razvoj vazi za x < %

1
Napomena: Sve funkcije kod kojih je lako izra¢unati integral 5 $ 2"t f (1) dz se ovom meto-
— A
dom mogu razviti u potencijalni red.
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Dodatak A

Tablicki integrali koji se Cesto koriste za razvoj funkcija u Furijeov red i racunanje
Furijeove i Laplasove transformacije

b~ ()R dFP,(t)
L = [etP(tydi=C 1 & S n
Je (*) + a kzzo ak dtk

, gde je P, polinom n-tog reda

Specijalni slucajevi:

eat

. Po(t)zl,pajelozC—F?

at

o Pi(t)=t, pajeIlzC—i—eCTQ(at—l)
at
o Po(t)=t* paje b =C + e—g (a®t? — 2at + 1)
a
e (a cos(bt) + b sin(bt))
a? + b2
e (—b cos(bt) + a sin(bt))
a? + b?

2. I = [e cos(bt)dt = C+

3. I = [e"sin(bt)dt =C+

bt at
4. I = [ebtdt =C+ ° ,b>0,a# —1In(n)
a

+ In(b)

239
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Dodatak B

Vazni razvoji:

400 o
1. e* = Z Rl eC
n=0
Jff L2+l
2. sin(z) =) (-1)" —,2¢€C
|
ot (2n+1)!
+00 »2n
3. cos(z) = Z(—l)” @) ze€C
n=0 ’
I Lol
4. sinh(z) = —_— C
sinh(z) Z Gnt 1) z €
n=0
5. cosh(z) = —,2€C
'7
= (2n)!
+o0 a
6. (1+z)azz< )z”, |z <1, z,a e C
n=0 n
400 p
7. In(1+42) = Z:(—l)"i1 —, |zl <1, zeC
n
n=1
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