
21. април 2021.
Сигнали и системи (13Е042СИС)

Вежбе (+) – Помоћни материjали

Алтернативно решење првог задатка са вежби VII
Ради комплетности задатак понављамо овде:

1. У мрежи са слике позната jе отпорност отпорника R = 3kΩ и струjа i =
0,75 I0

1,25− cos(ωt)
,

где су I0 = 1mA и ω = 103
rad

s
. Израчунати средњу снагу губитака на отпорнику R.

R

i

Решење. На часу jе показано да се решење налази израчунавањем израза PR =
RI20
T

TZ

0

(
0,75

1,25− cos(ωt)

)2

dt.

Ради jедноставности, у добиjеном интегралу се може увести смена коjа има смисао тренутне фазе, φ = ωt,

након чега се има PR =
RI20
2π

2πZ

0

(
0,75

1,25− cos(φ)

)2

dφ. Добиjени интеграл

I =

2πZ

0

0,752(
1,25− cos(φ)

)2 dφ (1)

може се решити методама комплексне анализе.

Косинусна функциjа се пре свега изражава у експоненциjалноj форми cos(φ) =
ejφ + e−jφ

2
и замењуjе у

израз (1), након чега се сређуjе добиjени израз и елиминишу негативни експоненти:

I =

2πZ

0

0,752(
1,25− ejφ + e−jφ

2

)2 dφ =

2πZ

0

2,25 ej2φ

(2,5ejφ − ej2φ − 1)2
dφ. (2)

У добиjеном изразу уводи се смена z = ejφ, односно dz = j ejφdφ. Пошто су границе интеграциjе за φ од 0
до 2π то тачка z у комплексноj равни описуjе контуру C jединичне кружнице у позитивном математичком

смеру (слика 1). Трансформациjом броjиоца ej2φ dφ =
zdz

j
и сменом ejkπ = zk (k ∈ N) интеграл из (2) се

може записати као
I =

1

j

I

C

2,25z

(2,5z − z2 − 1)2︸ ︷︷ ︸
f(z)

dz

︸ ︷︷ ︸
I′

(3)
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Слика 1: Контура и
полови

Контурни интеграл I ′ се може решити израчунавањем резидуума полова подин-
тегралне функциjе, f(z), коjи се налазе унутар контуре интеграциjе (Кошиjева
теорема о резидуумима):

I ′ = j2π

∑
zpk∈C

Res
z=zpk

f(z). (4)

Добиjена функциjа f(z) има полове коjи одговараjу коренима полинома из имени-
оца p(z) = (2,5z − z2 − 1)2 = (z − 0,5)2(z − 2)2. Полином има два двострука корена,
0,5 и 2, коjи представљаjу двоструке полове подинтегралне функциjе (Слика 1). Од
ових полова, само двоструки пол у 0,5 jе унутар контуре интеграциjе. Резидуум

пола другог реда jе у општем случаjу дат изразом Res
z=c

f(z) = lim
z→c

d

dz
(z − c)2f(z).

Израчунавањем jединог потребног резидуума се налази

Res
z=0,5

f(z) = lim
z→0,5

d

dz

(
2,25z�����(z − 0,5)2

�����(z − 0,5)2(z − 2)2

)
= lim

z→0,5

(
−2,25z + 4,5

(z − 2)
3

)
=

5

3
. (5)

Заменом добиjеног резултата у (4) и (3) добиjа се I = 2π
5

3
одакле се коначно заменом у израз за снагу

добиjа PR =
RI20
��2π
·��2π

5

3
= 5mW.
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