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Вежбе (IV) – Допуна

4 Линеарни временски инвариjантни (LTI) системи
Опште решење диференциjалне jедначине
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коjа описуjе LTI систем састоjи се из хомогеног и партикуларног дела, y = yh + yp, редом. На часу
(вежбе, 24.03.2021.) jе погрешно речено да хомогени део представља искључиво одзив на почетне услове
а да партикуларни део представља искључиво принудни одзив. У конкретном случаjу када се посматра
стабилни систем, хомогени део има физичко тумачење прелазног одзива (прелазног режима) система
(енг. Transient response) а партикуларни део устаљеног одзива система (енг. Steady state response) под
условом да jе таj систем стабилан – простопериодичан у случаjу простопериодичне побуде или константна
компонента у случаjу константне побуде.

Тачно jе да се одзив на почетне услове (сопствени одзив) може добити заменом одговараjућих коефи-
циjената у хомогени део на начин коjи jе показан на часу, на основу преинициjалних почетних услова (у
тренутку t = 0−).

Принудни одзив система, може да садржи и хомогени и партикуларни део, односно, улаз система
може побудти и хомогени део одзива. У том случаjу, комплетан одзив се може одредити или одређивањем
коефициjената у хомогеном делу на основу постинициjалних услова (у тренутку t = 0+). Принудни одзив
се може потражити и применом конволуциjе, на начин коjи jе показан на часу. Оваj приступ, чак и за
наjjедноставниjе случаjеве, често води до сложених интеграла коjи су „незгодни“ за ручно решавање. Оваj
проблем се донекле може ублажити применом таблица унапред срачунатих конволуциjа што оваj метод
ипак чини и практично употребљивим (за потребе колоквиjума и испита).

У наредним примерима примеру илуструjе се ова терминологиjа и коректан поступак.

Пример 1. Континуалан LTI систем дат jе диференциjалном jедначином у облику (D + 1)(D + 3)y = x,
где су x = x(t) и y = y(t) улаз и излаз тога система редом. Познати су преинициjални почетни услови
y(0−) = 2 и y′(0−) = 4. Побуда jе каузална, облика x = e−2t u(t). Одредити (а) сопствени одзив система,
(б) одзив на побуду и (г) комплетан одзив.

Решење. Карактеристични полином дате диференциjалне jедначине jе P (D) = (D + 1)(D + 3) коjи има
два различита реална корена λ1 = −1 и λ2 = −3. Хомогени део jе онда у облику yh = C1e

−t + C2e
−3t а

партикуларни део за експоненциjалну побуду jе одређен поступком са часа као: yp =
e−2t

P (−2) = −e−2t.
(a) Сопствени одзив налази се налажењем одговараjућих коефициjената хомогеног решења коjи задовоља-
ваjу дате почетне услове. Добиjа се систем jедначина:

ys(t) = C1se
−t + C2se

−3t ⇒ 2 = C1s + C2s (2)

y′s(t) = −C1se
−t − 3C2se

−3t ⇒ 4 = −C1s − 3Cs2. (3)

Решавањем добиjеног система jедначина добиjаjу се потребни коефициjенти, C1s = 5 и C2s = −3, на основу
чега jе

ys(t) =
(
5e−t − 3e−3t

)
u(t) (4)

(б) Одзив на побуду тражи се одређивањем коефициjената у општем решењу са анулираним преиници-
jалним условима, помоћу постинициjалних услова. Пошто са десне стране диференциjалне jедначине нема
Диракових импуса, одзив и сви његови изводи су непрекидни у нули. На основу тога су преинициjални усло-
ви jеднаки постинициjалним условима па jе y(0+) = y′(0+) = 0. Опште решење jе yr = C1re

−t+C2re
−3t−e−2t

на основу чега се има:

yr(0
+) = 0 = C1r + C2r − 1 (5)

y′r(0
+) = 0 = −C1r − 3C2r + 2. (6)

Решавањем добиjеног система jедначина добиjаjу се потребни коефициjенти, C1r = C2r =
1

2
, на основу чега

jе одзив на побуду

yr =

(
1

2
e−t +

1

2
e−3t − e−2t

)
u(t) (7)
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(в) Укупан одзив на основу суперпозициjе налази се као збир сопственог и принудног одзива:

y =

(
11

2
e−t − 5

2
−3t − e−2t

)
u(t) (8)

�

Пример 2. У колу са слике познато jе L = 1mH и R = 50Ω. У почетном
тренутку струjа калема jе iL(0

−) = 0,5mA. Напон побудног генератора jе

облика vg(t) = Vm sin(ωt) u(t), где су Vm = 1V и ω = 106
rad

s
. Као одзив се

посматра струjа калема на отпорнику iL = iL(t). Одредити (а) одзив на
почетне услове, (б) одзив на побуду, (в) комплетан одзив и (г) устаљени
одзив.

+

L

Rvg

iL

Решење. Диференциjална jедначина коjа описуjе систем jе

L
diL
dt

+RiL = vg. (9)

Њоj одговара карактеристични полином P (λ) = R+Lλ коjи има само jедан реалан корен λ0 = −R

L
= −5×

104 s−1. Хомогени део решења ове диференциjалне jедначине jе стога iL,h(t) = I0e
λ0t, где jе I0 произвољна

константа. Партикуларни део се може одредити помоћу поступка показаног за експоненциjалну побуду
(λ0 6= ω),

iL,p = Im
{
Vme

jωt

P (jω)

}
= Im

{
Vme

jωt

R+ jωL

}
= Vm

R sin(ωt)− ωL cos(ωt)
R2 + (ωL)2

. (10)

Коначно, опште решење за струjу калема jе

iL(t) = I0e
λ0t︸ ︷︷ ︸

Хомогени део

+Vm
R sin(ωt)− ωL cos(ωt)

R2 + (ωL)2︸ ︷︷ ︸
Партикуларни део

.

(а) Одзив на почетне услове налази се само на основу хомогеног дела, помоћу почетних услова. Добиjа се

iL1(t) = I01e
λ0t ⇒ iL1(0

−) = I01e
λ0·0 ⇒ I01 = 0,5mA .

Тако да jе одзив на почетне услве iL1(t) = 0,5mAeλ0t. Сопствени одзив електричног кола може се потражи-
ти и применом одговараjућих заменских шема за почетне услове калемова и кондензатора, приказане на
сликама 1а и 1б при чему се анулираjу сви независни генератори. На слици 1в приказана jе одговараjућа
заменска шема за коло из примера. Са слике се види да jе еквивалентна представа струjни генератор струjе
iL(0

−) коjи оптерећуjе паралелну везу калема и отпорника.

iL0

L

iL0

L ⇔

(а) Заменска шема за почетни услов
калема.

+

+

−

C

C

vC0

vC0 ⇔

(б) Заменска шема за почетни услов
кондензатора.

L

R

iL

iL(0−)

(в) Уз пример.

Слика 1: Заменске шеме и тражење сопственог одзива.
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(а) Одзив на почетне услове.
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(б) Одзив на побуду.
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(в) Комплетан одзив

Слика 2: Временски диjаграми поjединачних одзива

(б) Одзив на побуду, одређуjе се заменом постинициjалних почетних услова у опште решење диференциjал-
не jедначине. Приликом тражења одзива на побуду претпоставља се да су сви преинициjални услови равни
нули. Додатно, уколико у десноj страни нема Диракових импулса онда су све функциjе iL, i

′
L, i
′′
L, . . . , i

(n−1)
L

непрекидне (видети и предавања), па су стога и постинициjални услови равни нули. У том облику тражи
се другачиjа константа за хомогени део.

iL2(0
+) = 0︸ ︷︷ ︸

Постинициjални услов

= I02e
λ0·0︸ ︷︷ ︸

Хомогени део

+Vm
R sin(ω · 0)− ωL cos(ω · 0)

R2 + (ωL)2︸ ︷︷ ︸
Партикуларни део

= I02 +
ωLVm

R2 + (ωL)2
⇒ I02 ≈ 1mA

Тако да jе одзив побуду: iL2(t) ≈ 1mAeλ0t + 50 µA sin(ωt)− 1mA cos(ωt).

(в) На основу суперпозициjе, комплетан одзив добиjа се сабирањем одзива на почетне услове и одзива на
побуду. Коначан резултат jе валидан од тренутка t = 0 услед чега се дописуjе одскочна функциjа. Коначно
jе комплетан одзив:

iL(t) ≈
(
1,5mAeλ0t + 50 µA sin(ωt)− 1mA cos(ωt)

)
u(t)

Приметимо да у овом изразу постоjи члан добиjен из хомогеног дела коjи jе побуђен напонским гене-
ратором.
(г) Након довољно дугог времена чланови хомогеног дела коjи представљаjу прелазни режим ишчезаваjу
будући да jе eλ0t → 0 jер jе λ0 < 0, након чега преостаjе устаљени одзив

iL,ss(t) ≈ 50 µA sin(ωt)− 1mA cos(ωt). (11)

Добиjени резултати су нацртани на диjаграмима на слици 2.

�

Примедба. Одзив на побуду се може потражити и помоћу конволуциjе. Импулсни одзив за диференци-

jалну jедначину (9) jе hL(t) =
1

L
exp(λ0t) u(t). Конволуциjом се онда има:

iL2(t) = vg(t) ∗ h(t) = Vm sin(ωt) u(t) ∗ 1

L
eλ0t u(t) =

Vm

L

(
sin(ωt) u(t) ∗ eλ0t u(t)

)
(12)

=
Vm

L

tZ

0

eλτ sin(ω(t− τ)) dτ (13)

=
ωLVm

R2 + (ωL)2
eλ0t − ωLVm

R2 + (ωL)2
cos(ωt) +

RVm

R2 + (ωL)2
sin(ωt) (14)

што jе исти резултат добиjен у тачки (б) примера. Конволуциони интеграл из (13) се може решити и
свођењем на конволуциони пар из таблице конволуциjа:

x(t) y(t) x ∗ y(t)

e−σt cos(ωt+ θ) u(t) eλt u(t)
cos(θ− φ)eλt − e−σt cos(ωt+ θ− φ)√

ω2 + (σ + λ)2
u(t)

где jе φ = arg((σ + λ) + jω)
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за одабир параметара σ = 0, θ = −π
2
, φ = λ0 + jω, одакле се добиjа еквивалентан облик

iL2(t) =
ωL

R2 + (ωL)2
eλ0t +

1√
R2 + (ωL)2

sin

(
ωt− arctg

ωL
R

)
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