Resavanje diferencnih jednacina unilateralnom Z transformacijom
Teoreme 0 pomeranju argumenata:

a) Ako jesignal x[n] kauzalan
Z{x[n—n,1}=2"X(z),n, >0

b) Predikcija, signal x[n] moze, ali ne mora da bude kauzalan

Z{x[n+n,]} =z (x (z)—nozlx[k]zkj , N, >0

k=0

c) Kasnjenje, signal x[n] nije ali moze da bude kauzalan

_nO

Z{xn—n,}=2"(X(z)+ > x[k]z™*),n, >0

k=1

Ako je x[n] kauzalno, prethodno se svodi se na a) jer je x[k]=0 ya k<0

Diferencna jednacina N tog reda, koja opisuje diskretni LTI sistem N tog reda, moze da bude u
u viSe formi od koje su dve pogodne za direktno reSavanje Z transformacijom:

1. Sakasnjenjima i preinicijalnim uslovima:

N M
> ay[n-k]=>bx[n-k],
k=0 k=0
y[_l]’ Y[_Z]vY[_N]
2. Sapredikcijama i postinicijalnim uslovima:

0

ZO:akay[nij]: > by x[n+k],

k=N k=M

Na prvu jednacinu se primenjuje teorema c) , a na drugu teorema b).

Ukoliko jednacina nije data u nekoj od prethodne dve forme, na primer pomeSana su kasnjenja i
predikcije, ili pomo¢ni uslovi nisuni preinicijalni, niti postinicijalni, pogodno je prevesti
jednacinu u neku od dve standardne forme, a pomo¢ne uslove u one koji odgovaraju jednacini:
preinicijalni za jednacinu sa kaSnjenjem, a postinicijalni za jednacinu sa predikcijama.



Kada se pomo¢ni uslovi (preinicijalni ili postinicijalni) anuliraju, primenom Z transformacije na

bilo koju od jednacina, dobija se H(z) funkcija prenosa (frekvencijski odziv), a inverzijom
impulsni odziv h[n]

y[n—m]u[n]ezimY(zHO x[n—m]u[n]ezimX(zHO

(3 +az+-+ay 2" +a,z™) Y(2) = (b, +bz +--+by 2" +b, 27 ) X (2)

-1 1-N -M
Y(2) Dotz +4by,Z  +D0y2 - for |z|>r ., gdejer . =max|pol|

H(z)=
@ X(z) ag+az +-+ay, 2" +ayz 1<icn

y[n+m] < z"Y(z)+0 x[n+m] © z"X(z)+0
(22" +az" " +-+a 7 +ay) Y(2) =(bz" +0,z" +--+ by, 47 +by ) X(2)

Y(z) byz" +bz" "+ +b, 2 +b,

H(z)=
(2) X(z) az"+az"*t+--+a,,z' +a,

for |z|>r,, gdejer = 2%|p°|i|

Iz prethodnih izraza se dobija i prinudni odziv
yt)=Z"{X(2)H(2)} =Z27{Y(2)}
Primer, impulsni i prinudni odziv jednacina sa ka$njenjima:

y[n] = 5y[n-1] + 6y[n-2] = 3x[n—-1] + 5x[n-2]
Y(z)—S(EY(z)JJrG(%Y(Z)]zs(lX(z)j+5(i2X(z)j
z z z z

(1—§+%]Y(z)=(§+%jX(z)
Z 7 Z 7

(2 -52+6)Y(2) = (3z+5) X (2)
P(z) Q(2)

prinudni  odziv

Y(2) = (32—+56J X (2)

22 -5z+
H(2)

Primer, impulsni 1 prinudni odziv jednacina sa predikcijama:

y[n+2] = Sy[n+1] + 6y[n] = 3x[n+1] + 5x[n]



2°Y (z) -52Y (2) +6Y (z) =32X (2) +5X (2)
(22 —5z+ 6)Y(z) =(3z+5)X(2)
S Q)

prinudni  odziv
3245
— | X(z
7° —52+6] (@)
H(z)

Y(z)z[

Kao Sto se vidi rezultat je identican.
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Ako se jednacina sa kaSnjenjima reSava zajedno sa preinicijalnim uslovima, dobija se reSenje u
kome se u Z domenu mogu razdvojiti prinudni i sopstveni odziv.

Primer:

y[n] - sy[n-1] + 6y[n-2] = 3x[n-1] + 5x[n-2]
y[-1] = 11/6,y[-2] = 37/36
x[n] = 27"u[n]

Resenje:

Za x[n] se primenjuje teorema a) jer je kauzalno, a y[n] nije kazalan signal jer ima vrednosti za
n < 0 pa se na njega primenjuje teorema c)

Y (2) —5(%Y(z) + y[—l]j+6[z—12Y(z) +% y[-1]+ y[—Z]J = 3[% X (z)j+5(zi2 X (z)j

1502 (s- ][22 e
Z Z Z Z Z

(2 -52+6)Y(2)-(32° ~11z) = (32 +5) X (2)

P(z) Q(2)
prinudni  odziv sopstveni
3245 3z° -11z
Y(2)=| — | X(0))+ —
(@) (22—52+6j (@) 72 -52+6
—_—

H(2)



vIn)=| 5(2) ~2(3) ~ (2 + Z(3) + ;£ (05" |u[r]
vinl=| 22 08) - 12 + 23 |ul)

Isti sistem moze da se opiSe jednacinom sa predikcijama

y[n+2] = 5y[n+1] + 6y[n] = 3x[n+1] + 5x[n]
y[0] =3y[1] =7
x[n] = 27"u[n]

U ovom slucaju ptrebno je koristiti i postinicijalne vrednosti za X[n] zbog primene teoreme b)

Z{X[n+1]} - Z[X (z)—x[O]J ~2X (2)-1

1

n—1

Z{x[n+ny]}=z" (x (z)—Zx[k]zkj , Ny >0

k=0

2° (Y (2) - y[0]- y[1]z*)-52(Y (2) - Y[0]) + 6Y (2) =3(2X (2) ~2) +5X (2)

y[0] =3 y[1] =7
(2> —52+6)Y (z)-(32° +72)+152 = (32 +5) X (2) -3z

P(2) Q(2)

(22 —5z +6)Y(z)—(3z2 —llz) =(32+5)X(2)

P(z) Q(2)
prinudni  odziv sopstveni
3z+5 3z% 11z

Y(2)=| —— | X(2)+———
(@) (22—52+6) (2) 7 -52+6
H(z2)

Resenje koje se dobija je identi¢no reSenju kada je sistem bio opisan diferencnom jednac¢inom sa

kasnjenjima.



