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1 Barkhauzenov kriterijum

Barkhauzenov uslov ,sampopobudivanja“ oscilatora [1| se odnosi na linearne sisteme i za-
snovan je na predstavi pojacavaca kome se signal sa izlaza preko funkcije prenosa S-mreze, 5(s),
dovodi na ulaz. Ako je funkcija prenosa pojacavaca A(s), kako bi se pojacavaé ,samopobudivao®
na frekvenciji s = jw, treba da vazi

B(jws) A(jwz) = 1+ 0.

U tom slucaju je povratni signal jednak pobudnom signalu, te se pojacavac¢ ,samopobuduje*
sa sopstvenog izlaza. Kako je pretpostavljeno da gornji uslov vazi za s = jw,, sistem osciluje
na kruznoj frekvenciji w, sa amplitudom koju nije mogucée odrediti u okviru teorije linearnih
sistema, i koja bi u slu¢aju hipotetickog apsolutno linearnog sistema bila odredena pocetnim
uslovima u sistemu. Stoga se gornji uslov naziva jos i Barkhauzenov kriterijum oscilovanja.
Kriterijum je jednostavan i intuitivan, a od posebne vaznosti je to $to uvodi pojam kruznog
pojacanja

Ti(s) = B(s) Als)

koje na frekvenciji oscilovanja w, treba da bude jednako 1 + 50,

Formalno izvodenje Barkhauzenovog kriterijuma je takode jednostavno, i ono polazi od
funkcije prenosa sistema u zatvorenoj sprezi

A T(s)
H(s) = TT@)

Ovde valja imati na umu da sistemi prac¢enja koji se analiziraju u teoriji sistema automatskog
upravljanja podrazumevaju negativnu povratnu spregu i invertujuci ulaz za povratni signal kod
sabirac¢a ulaznog signala i povratnog signala, pa je

T(s) = =Tu(s)
Ako je v
gde su N(S) i D(s) polinomi po s sa realnim koeficijentima, tada je
N(s)
D(s) _ _ N(s)
= L NG~ D)+ NGs)
D(s)



i sistem ima polove za
D(s)+ N(s) =0

gde je D(s) + N(s) karakteristi¢ni polinom sistema u zatvorenoj sprezi.

Kako je po Barkhauzenovom kriterijumu imajuéi u vidu 7'(s) = =T} (s)
T(s)=—1+30
za s = £jw,, direktno sledi
N{(s)
) 1450
D)

odakle je
D(s)+ N(s) =0

na s = +jw,. Dakle, Barkhauzenov kriterijum je uslov da sistem u zatvorenoj sprezi ima polove
na +jw, izraZen u terminima kruznog pojacanja. Tacku —1 + j0 ¢emo u daljem tekstu zvati
,Barkhauzenova tacka®, iako to nije opste prihvaéen termin.

Barkhauzenov kriterijum se moze generalizovati na stav da polovi sistema u zatvorenoj
sprezi, koji su nule karakteristi¢nog polinoma

D(s)+ N(s) =0
odgovaraju vrednosti kruznog pojacanja

T(s) = % =—1+50.

2 Osvrt na Nikvistov kriterijum

Iako je Barkhauzenov kriterijum intuitivan i jasan, podlozan je pogresnim generalizacijama.
Naime, Barkhauzenov kriterijum izrazava u terminima kruznog pojacanja kada je sistem gra-
ni¢no stabilan, ali ne govori o tome da li je sistem stabilan ili nestabilan [3]. Osnovna greska
u rezonovanju kod takvih generalizacija je u poredenju kompleksnih brojeva, poput uvodenja
pojmova da je kruzno pojacanje vece li manje od neke vrednosti, pri ¢emu je kruzno pojacanje
za odredenu kompleksnu frekvenciju s kompleksan broj. Polje kompleksnih brojeva nije moguce
urediti [4], pa poredenje kompleksnih brojeva nema nikakv smisao.

Odgovor na pitanje stabilnosti sistema u zatvorenoj sprezi na osnovu analize sistema u
otvorenoj sprezi daje Nikvistov kriterijum, kome je Barkhauzenov kriterijum grani¢ni sluc¢aj. Po
Nikvistovom kriterijum je sistem stabilan ako kriva (R (T (jw)), (T (jw))) za —o0 < w < 00
ne obuhvata Barkhauzenovu tacku, a nestabilan u suprotnom. Ovaj stav vazi u slucaju da je
sistem u ovorenoj sprezi stabilan, odnosno da D(s) nema nula u desnoj kompleksnoj poluravni.
Razmatrana kriva je polarni dijagram frekvencijske karakteristike sistema u otvorenoj sprezi.
Ako kriva sadrzi Barkhauzenovu tacku, onda je sistem grani¢no stabilan, Sto Barkhauzenov
kriterijum i tvrdi.

3 Veza izmedu margine faze i ()-faktora sistema u zatvo-
renoj sprezi

Udaljenost frekvencijske karakteristike sistema u otvorenoj sprezi od Barkhauzenove tacke
se najcesce karakteriSe preko margine faze. Pre definisanja margine faze treba definisati kruznu
frekvenciju jedini¢nog pojacanja, a to je ono w,. za koje vazi

T (jwe)| = 1.
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Kada je odredeno w.C, margina faze se definise kao

Pm =T + arg (T (]WC)) .

Ovako definisana margina faze je geometrijska mera udaljenosti Barkhauzenove tacke od nikvi-
stovog dijagrama razmatranog sistema u otvorenoj sprezi.

Pitanje koje se prirodno namece je kolika margina faze treba da bude? Na primeru sistema
koji ima funkciju prenosa u otvorenoj sprezi oblika

1

£003)
wo W2

¢emo povezati kruznu frekvenciju jedini¢nog pojacanja i marginu faze, koje je karakteristike
sistema u otvorenoj sprezi, sa ()-faktorom i kruznom frekvencijom polova u zatvorenoj sprezi.
Razmatrani sistem ima prakti¢an znacaj jer predstavlja sistem sa jednopolnom funkcijom pre-

T(s) =

nosa (pol na s = —ws) 1 integralnim regulatorom koji obezbeduje nultu gresku stacionarnog
stanja.
Funkcija prenosa razmatranog sistema u zatvorenoj sprezi je
T(s 1 1
H(s) = (5) = — = 5
1+T(s) s s s s
1+ —+ 1+ +—
Wy Wy Wwa Qpwp w7

Izjednacavanjem medusobno odgovarajuéih ¢lanova se dobija

(JJI% = Wo W2
1
Qp Wp = Wo
odakle je
Wp = y/Wo Wa
1
Qp - w_2

Sistem u otvorenoj sprezi ima jedini¢no pojacanje za |T'(jw.)| = 1, kada je

sto je bikvadratna jednacina po w.. ReSavanjem jednacine se dobija

2 2
W2=2 (141442
2 wy

Sto se moze svesti na

2 2
w2 = 0
w2
1+ /1+4=
w3
i dalje na
2 )2
2 2w, @y

W, = .
C 14+ /1+40Q;
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Ovo daje korisnu vezu izmedu w, i w,

We _ 203
wp 1+,/1+4Q%
Margina faze sistema je
om =7+ arg T (jwe)
Sto se svodi na
s We
Ym = — — arctan —.

2 [03))
Kako je
T We Wo
tan ¢, = tan (— — arctan —) = —
2 Wa We
dobija se

2
Sto se zamenom <Z—g) = @, svodi na

14 /1 +40Q%
0y = arctan @
2Q14

Gornja jednacina se moze invertovati kako bi se dobila zavisnost @Q,(¢y,)

\/COS P,

sin @y,

p

Jednacine koje povezuju karakteristike sistema u otvorenoj sprezi sa karakteristikama si-
stema u zatvorenoj sprezi se dalje pojednostavljuju primenom izraza za w./w, 1 zavisnosti
Pm(@p) na y

we tan @, = Q—p.
Daljom zamenom Q,(¢y,) se dobija

We
\/COS O,

Dobijene veze su od znacaja za projektovanje kompenzatora, ali strogo vaze samo za sistem sa
inicijalno pretpostavljenom funkcijom prenosa u otvorenoj sprezi T'(s).

wp:

4 Vremenski odziv sistema u zatvorenoj sprezi




F() 1 wf,
S = g
2 s s°  s2+2Cwys +w?

—1C——C2 sin <\/1—7(2 Wy t))

1 W)
FQa(S) —_= 5 — 3 p
2 2
1+2i+8_2 55+ 2wps +w,
Wp wp

5 Primeri

U cilju ilustrovanja teorijski izvedenih zakljucaka, analizira¢emo dva sistema kod kojih je
izborom parametara podeseno da kruzna frekvencija jedini¢nog pojacanja bude we = 1000 %
i margina faze bude 45°. Jedan od sistema ima funkciju prenosa u otvorenoj sprezi koja po
formi odgovara teorijski analiziranoj,

za wy = 1000v/2 ™24 | w, = 1000 ™4, pa je
1000v2 14142
S — S
1000 1000

Za ovakav sistem se po zatvaranju sprege ocekuje wp = |/wowy = 1000\4/5% ~ 1189.21 % i

Qp = \/wo/wy = V2 = 1.1892.
Drugi sistem koji ¢e biti razmatran, u otvorenoj sprezi ima dvostruki pol na s = —w; (ovo
je realna osal), pa je funkcija prenosa opsteg oblika

Ti(s) =

T20

s\ 2
(1+2)
%1

Pojacanje i frekvencija dvostrukog pola (w) su podeseni tako da kruzna frekvencija jedini¢nog

TQ(S) =

pojacanja bude we = 1000 %1 i margina faze bude ¢, = 45°, §to se postize za Ty = 1+ (tan 3—“)2

8
iw; = 1000/ tan %” %. Dakle, funkcija prenosa u otvorenoj sprezi drugog sistema je

3T

2
1+ <tan —>
8 6.8284
Ty(s) = ~

(1 + 1000 tang) 414.21

Da ponovimo, kod oba ba sistema je izborom parametara podeSeno da kruzna frekvencija
jedini¢nog pojacanja (crossover frequency) bude we = 1000 %, pri kojoj je margina faze @, =

5



45°. Cilj primera je da ilustruje kako dva sistema koji imaju istu marginu faze i istu frekvenciju
jedini¢nog pojacanja, a razli¢ite funkcije prenosa, imaju razli¢ite vrednosti za QQ-faktor i kruznu
frekvenciju polova u zatvorenoj sprezi, Qp i wp. Medutim, iako se sistemima ()-faktor i kruzna
frekvencija polova u zatvorenoj sprezi nece poklapati, imace relativno bliske vrednosti. U
slucaju kada bi sistemi imali marginu faze jednaku nuli (¢,, = 0) i istu kruznu frekvenciju
jedini¢nog pojacanja we, tada bi oba sistema imala par polova bas na +jwe, odnosno wp = we
i Qp — o0, 8to izrazava Barkhauzenov kriterijum. Udaljavanje od kriti¢ne (Barkhauzenove)
tacke za jednake vrednosti margine faze (to je samo jedna od moguéih mera udaljenosti od
Barkhauzenove tacke) kod razli¢itih sistema proizvodi razli¢ite (ali sli¢ne) efekte.
Oba sistema ¢e biti analitirana primenom numerickih metoda, cranjem:

1. frekvencijskih karakteristika sistema u otvorenoj sprezi,

2. Nikvistovog dijagrama (ovde se podrazumeva da je sistem u otvorenoj sprezi),
3. rasporeda polova i nula u sistema zatvorenoj sprezi,

4. Hevisajdovog odziva sistema u zatvorenoj sprezi i

5. frekvencijskih karakteristika sistema u zatvorenoj sprezi.

Dijagrami su dobijeni koriséenjem programa Scilab.

6 Analiza sistema 1

Na slikama 1, 2, 3, 4 i 5 su za sistem 1 prikazani frekvencijske karakteristike sistema u
otvorenoj sprezi, Nikvistov dijagram, raspored polova i nula sistema u zatvorenoj sprezi, He-
visajdov odziv sistema u zatvorenoj sprezi i frekvencijske karakteristika sistema u zatvorenoj
sprezi. Uocava se da sistem u otvorenoj sprezi ima marginu faze ¢,, = 45°, da je frekvencija

jedini¢nog pojacanja fo = % Hz ~ 159.15 Hz, odnosno we = 1000 %. Crveni + na Nikvisto-
vom dijagramu odgovara frekvenciji jedini¢nog pojac¢anja. Polovi sistema se nalaze na teorijski
predvidenim lokacijama, na wp = 1%)/050 % i

7 Analiza sistema 2

Na slikama 6, 7, 8, 9 i 10 su za sistem 2 prikazani frekvencijske karakteristike sistema
u otvorenoj sprezi, Nikvistov dijagram, raspored polova i nula sistema u zatvorenoj sprezi,
Hevisajdov odziv sistema u zatvorenoj sprezi i frekvencijske karakteristika sistema u zatvorenoj
sprezi.
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Slika 1: Frekvencijske karakteristike sistema u otvorenoj sprezi,
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Slika 2: Nikvistov dijagram sistema u otvorenoj sprezi, T} (s
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Slika 3: Raspored nula i polova sistema u zatvorenoj sprezi, H(s).
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Slika 4: Hevisajdov odziv sistema u zatvorenoj sprezi,



Slika 5: Frekvencijske karakteristike sistema u zatvorenoj sprezi, H;(jw).

Slika 6: Frekvencijske karakteristike sistema u otvorenoj sprezi, T (jw).
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Slika 7: Nikvistov dijagram sistema u otvorenoj sprezi, Ts(s
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Slika 8: Raspored nula i polova sistema u zatvorenoj sprezi,
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Slika 9: Hevisajdov odziv sistema u zatvorenoj sprezi, hs(t).

Slika 10: Frekvencijske karakteristike sistema u zatvorenoj sprezi, Hy(jw).
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8 Poredenje i zakljucci

Slika 11: Poredenje Hevisajdovih odziva sistema.

Slika 12: Poredenje frekvencijskih karakteristika sistema u zatvorenoj sprezi.
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9 Dodatak

// validity of the conclusions about the phase margin and the Q factor

//initialize
clear();

xdel(winsid());

mode (1) ;
s = %s;
c = -1/sqrt(2);

// the first system

w0 = 1000 * sqrt(2);
w2 = 1000;
Tl = syslin(’c’, w0 / (s * (1 + s / w2)));

colordef (’new’, ’white’); //figure(0);
bode(T1, 1, led);

title(’sistem u otvorenoj sprezi, T1(jw)’);
xs2pdf (0, ’validity-Ti-bode’);

xs2png (0, ’validity-Ti-bode’);

colordef (’new’, ’white’); //figure(1l);
nyquist(T1, 1, le4, %f);

plot(c, c, ’r+’);

title(’Nikvistov dijagram sistema 1°);
xs2pdf (1, ’validity-Ti-nyquist?’);
xs2png (1, ’validity-Til-nyquist’);

H1 =T1 / (1 + T1);

colordef (’new’, ’white’); //figure(2);

plzr(H1);

title(’Raspored polova sistema 1 u zatvorenoj sprezi’);
xs2pdf (2, ’validity-Hil-plzr’);

xs2png(2, ’validity-Hi-plzr’);

t=0: 1le-5 : 0.2e-1;
y1l = csim(’step’, t, H1);

colordef (’new’, ’white’); //figure(3);

plot2d(t, y1, rect=[0, 0, 0.2e-1, 1.5]);

xlabel (’$t$2);

ylabel (*$y_1$’);

title(’Hevisajdov odziv sistema 1 u zatvorenoj sprezi’);
xs2pdf (3, ’validity-Hl-step’);

xs2png(3, ’validity-Hi-step’);

colordef (’new’, ’white’); //figure(4);

bode (H1) ;

title(’sistem u zatvorenoj sprezi, H1(jw)’);
xs2pdf (4, ’validity-Hi-bode’);

xs2png(4, ’validity-Hi-bode’);

// the second system

tg = tan(3 * Ypi / 8);

wl = 1000 / tg;

T20 = 1 + tg~2;

T2 = syslin(’c’, T20 / (1 + s/wl)"2);

colordef (’new’, ’white’); //figure(5);

bode (T2, 1, 1led);

title(’sistem u otvorenoj sprezi, T2(jw)$’);
xs2pdf (5, ’validity-T2-bode’);

xs2png(5, ’validity-T2-bode’);
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colordef (’new’, ’white’); //figure(6);
nyquist(T2, 1, led, %f);

plot(c, c, ’r+?);

title(’Nikvistov dijagram sistema 2’);
xs2pdf (6, ’validity-T2-nyquist?’);
xs2png(6, ’validity-T2-nyquist’);

H2 = T2 / (1 + T2);

colordef (’new’, ’white’); //figure(7);

plzr(H2);

title(’Raspored polova sistema 2 u zatvorenoj sprezi’);
xs2pdf (7, ’validity-H2-plzr’);

xs2png(7, ’validity-H2-plzr’);

//t =0 : 1le-5 : 0.2e-1;
y2 = csim(’step’, t, H2);

colordef (’new’, ’white’); //figure(8);

plot2d(t, y2, rect=[0, 0, 0.2e-1, 1.5]);

xlabel(*$t$);

ylabel(*$y_1$°);

title(’Hevisajdov odziv sistema 2 u zatvorenoj sprezi’);
xs2pdf (8, ’validity-H2-step’);

xs2png(8, ’validity-H2-step’);

colordef (’new’, ’white’); //figure(9);

bode (H2) ;

title(’sistem u zatvorenoj sprezi, H2(jw)’);
xs2pdf (9, ’validity-H2-bode’);

xs2png(9, ’validity-H2-bode’);

// comparison

colordef (’new’, ’white’); //figure(10);

plot2d(t’, [y1’, y2’], rect=[0, 0, 0.2e-1, 1.5], leg=’yl1@y2’);

xlabel (’$t$2);

ylabel(’$y_1, y_28%°);

title(’Poredjenje Hevisajdovih odziva sistema 1 i 2 u zatvorenoj sprezi’);
xs2pdf (10, ’validity-comparison-step’);

xs2png (10, ’validity-comparison-step’);

colordef (’new’, ’white’); //figure(11);

bode([H1; H2], [’H1’, *H2°1);

title(’Poredjenje sistema u zatvorenoj sprezi, H1(jw) i H2(jw)’);
xs2pdf (11, ’validity-comparison-bode’) ;

xs2png (11, ’validity-comparison-bode’) ;

pl = roots(denom(H1))
rl = abs(real(p1(1)));
wpl = abs(pl(1))

Qpl = 1/(2*r1/wpl)

p2 = roots(denom(H2))
r2 = abs(real(p2(1)));
wp2 = abs(p2(1))

Qp2 = 1/(2%r2/wp2)
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