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Ovaj materijal se bavi vezom izmedu kontinualnih i diskretnih signala. Najpre ¢emo
matematicki opisati odabiranje signala i izracunati spektar odabranog signala. Iz njega
¢emo izvesti teoremu o odabiranju i objasniti pojavu preklapanja spektra. Zatim ¢emo
videti kako se kontinualni signal rekonstruise iz odbiraka, kako izgledaju realni A/D i
D/A konvertori i kako se digitalni sistem koristi za obradu analognog signala.

Podsetimo se, pri izvodenju Furijeove transformacije kontinualnih signala iz DTFT-
a odabirali smo signal sa korakom 7' i pustali 7" — 0. Sada je korak odabiranja konacan
i fiksan. Oznacava¢emo ga sa T, a ucestanost i kruznu ucestanost odabiranja sa
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1 Idealno odabiranje

1.1 Odabiranje povorkom Dirakovih impulsa

Posmatrajmo proizvoljan kontinualni signal z(¢) (slika 1). Odabiranje se matema-
ticki najlakse opisuje kao mnozenje signala povorkom Dirakovih impulsa (Dirakov cesalj,
engl. Dirac comb):

s(t)= ) o(t—nT). (2)
n=—00
Dirakov impuls je matematicka apstrakcija: impuls beskona¢no kratkog trajanja i bes-
kona¢ne amplitude, ¢ija je povrsina jednaka jedinici. Takav signal nije mogudée napraviti,
ali je vrlo koristan za analizu.
Mnozenjem signala x(t) povorkom impulsa dobija se odabrani signal

o0

vo(t) = x(t)s(t) = Y a(t)5(t —nT). (3)
Posto je z(t) 6(t —to) = z(ty) 6(t — to) za svaku funkciju z(t) neprekidnu u ¢y, odabrani

signal je

v,(t) = > a(nTy)s(t — nT)), (4)

n=—oo

dakle povorka Dirakovih impulsa ¢ije su povrsine jednake vrednostima signala u trenu-
cima odabiranja (slika 1).

1.2 Idealni A/D konvertor

Signal x(t) je i dalje kontinualan signal. Diskretni signal je niz brojeva
zn] = x(nTy), (5)

pa je potrebno jos samo impulse x(nTy) §(t — nTs) pretvoriti u niz njihovih povrsina.
Ovako opisan postupak predstavlja idealnu analogno-digitalnu (A/D) konverziju (sli-
ka 2).

Manjim korakom odabiranja dobija se vise odbiraka za isto trajanje signala (slika 3).
Primetimo da se A/D konverzijom gubi svaka informacija o vremenu: odbirci su samo
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Slika 1. Kontinualni signal x(t) (gore), povorka Dirakovih impulsa s(t) (sredina) i oda-
brani signal z,(¢) (dole). Visina strelice oznacava povrsinu impulsa.

idealni A/D konvertor

() (1) N konverzija u
e diskretnu sekvencu

Slika 2. Idealni A/D konvertor.

brojevi poredani istim redom kao u analognom signalu, a redosled je odreden indeksom
n. Bez dodatne informacije o koraku odabiranja 7Ts ne znamo u kom trenutku je koji
odbirak nastao.

1.3 Realni A/D konvertor

Posto Dirakov impuls nije moguée napraviti, nije moguée napraviti ni idealni A /D
konvertor. Uz to, nijedan digitalni sistem nema beskonac¢nu tacnost predstave broje-
va: vrednost analognog signala moze biti bilo koji realan broj, dok se digitalni signal
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Slika 3. Diskretni signal x[n] dobijen odabiranjem sa korakom T (gore) i sa dvostruko
manjim korakom T/2 (dole). Isprekidano je, radi poredenja, prikazan kontinualni sig-
nal.
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predstavlja kona¢nim brojem bita.

Realni A/D konvertor vrednost signala zato najpre neidealno odabere, a zatim je
kvantizuje i kodira (slika 4). Odabiranje u praksi obi¢no radi kolo za odabiranje i zadrsku
(engl. sample and hold, S/H). Najjednostavnije S/H kolo sastoji se od prekidaca i kon-
denzatora. Zatvaranjem prekidaca kolo ulazi u stanje odabiranja (engl. sample), u kome
se kondenzator puni na napon sa ulaza. Ovo stanje treba da traje Sto krace, da bi se sto
bolje oponasalo idealno odabiranje, ali dovoljno dugo da se kondenzator napuni preko
otpornosti prekidaca. Zato vremenska konstanta RC' treba da bude sto manja. Otvara-
njem prekidaca kolo ulazi u stanje zadrske (engl. hold), tokom koga blok za kvantizaciju
i kodovanje pretvara napon kondenzatora u binarni kod. Arhitektura ovog bloka tema
je predmeta iz digitalne elektronike, a o uticaju kvantizacije na signale bice rec¢i kasnije
u ovom kursu.

2 Spektar odabranog signala

2.1 Spektar povorke Dirakovih impulsa

Odabrani signal je proizvod x(t) = z(t) s(t), pa je, prema svojstvu mnozenja Furi-
jeove transformacije,

X (i) = 5 X (i) * (1) (6)

Spektar X (jw) smatramo poznatim, pa ostaje da izracunamo spektar povorke impulsa.
Povorka s(t) je periodi¢na sa periodom T, pa se moze razviti u Furijeov red sa osnovnom
kruznom ucestanoséu wy:
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Slika 4. Realni A/D konvertor. Kolo za odabiranje i zadrsku (S/H) sastoji se od preki-
daca S, cija je otpornost u zatvorenom stanju R,,, i kondenzatora C'. Dok je prekidac
zatvoren, kondenzator se puni na napon ulaza (odabiranje), a kada se prekida¢ otvori,
napon v¢ ostaje konstantan (zadrska) dok ga blok za kvantizaciju i kodovanje ne pre-
tvori u broj. Ispod su prikazani talasni oblici: ulazni signal x(¢), napon kondenzatora
ve(t) (sivo su oznaceni intervali odabiranja, a isprekidano ulazni signal) i kvantizovani
odbirci x[n].

gde su koeficijenti

Ts/2 Ts /2 1
_ _/ —kast dt = _/ —jkwst dt = —.
TS/Z 7,/2 T
Na intervalu [—75/2, T /2] nalazi se samo impuls u ¢t = 0, a u poslednjem koraku smo
iskoristili osobinu izdvajanja Dirakove funkcije. Dakle,

Z hwst — (1 + QZCOS (kwst )> : (7)

5 k=—o00

Ovaj red ne konvergira u klasi¢nom smislu, ve¢ u smislu distribucija, kao i suma /"
u materijalu o Furijeovoj analizi: parcijalne sume se sve vise koncentrisu oko trenutaka
nTy.

Koriste¢i Furijeove parove 1 ¢ 21 (w) 1 et PRI 215 (w — wp), dobijamo da
je spektar povorke impulsa takode povorka impulsa, sada u frekvencijskom domenu
(slika 5):

oo

_ o Z d(w — kws). (8)

5 k=—o0
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Slika 5. Spektar povorke Dirakovih impulsa: povorka impulsa povrsine 27t/T; na

uCestanostima kws,.

2.2 Spektar odabranog signala
Zamenom (8) u (6) dobijamo

X(jw) = ! /OOX(J(w—u 2ﬂ25u—kws)d

o7

:_Z/ (j(w—w)) 6(u — kwy) du- ZX (w = kws)),

k=—o00 5 k=—00

(9)

gde smo u poslednjem koraku ponovo iskoristili osobinu izdvajanja Dirakove funkcije.
Spektar odabranog signala je zbir beskona¢no mnogo kopija spektra originalnog sig-
nala, pomerenih za celobrojne umnoske kruzne ucestanosti odabiranja w, i skaliranih
faktorom 1/T (slika 6).
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Slika 6. Spektar frekvencijski ograni¢enog signala, X (jw) = 0 za |w| > wmax (gore), i
spektar odabranog signala X;(jw) za ws > 2wmay (dole). Kopije spektra se ne preklapaju.



2.3 Veza sa DTFT-om

Spektar X;(jw) mozemo izracunati i direktno iz izraza (4). Posto je 6(t — nT) LN
e nTs - dobijamo

X(jw) = Z x(nTy) e s = X, (elTs) (10)

n=—oo

gde je X4(e?) = > z[n]e " DTFT niza odbiraka. Spektar odabranog signala je,
dakle, DTF'T niza odbiraka, u kome je digitalna ucestanost zamenjena sa (2 = wT.
Izjednacavanjem (9) i (10) dobijamo jednu od najvaznijih relacija u digitalnoj obradi
signala:

T, Xa(*) = ) X (jlw — kwy)). (11)

k=—o00

Ova relacija (u matematici poznata kao Poasonova formula sumiranja) povezuje spektar
diskretnog signala sa spektrom kontinualnog signala iz koga je nastao. Na digitalnoj osi

ona glasi
oo

Xq(e1?) :Ti > X(j Q_T—%”) (12)

8 k=—o00

pa je periodi¢na sa periodom 27t (slika 7). Digitalna ucestanost {2 = 7t odgovara analo-
gnoj ucestanosti w = wy/2, §to je vazan zakljucak: u digitalnoj obradi signala ra¢unamo
samo DTFT diskretnog signala, a iz digitalne ucestanosti lako odredujemo kojoj analo-
gnoj ucestanosti odgovara neka spektralna komponenta, w = §2/T, odnosno f = F'f;,
gde je F' = 2/(2m) relativna ucestanost.

Xq(e?)

1
: 1 : : 1 : N
—3n —2m —Tt 0 T 27 37

Slika 7. DTF'T niza odbiraka Xd(em) za isti signal kao na slici 6. Perioda je 27, a
ucestanost {2 = 7 odgovara analognoj ucestanosti ws/2.

2.4 Spektar odabranog signala za razlicite korake odabiranja

Relacija (11) pokazuje kako izgleda spektar odabranog signala za bilo koji korak
odabiranja Tj. Posmatrajmo signal z(t) = e /2, ¢iji je spektar X (jw) = v2me «"/2,
Ovaj signal nije frekvencijski ogranicen, ali njegov spektar vrlo brzo opada.

Prema (11), funkcija T Xy (ej‘“TS) je zbir kopija spektra X (jw) pomerenih za umnoske
ws = 271/ T;. Kopija za k = 0 ne zavisi od Ts. To je spektar signala z(t), izrazen u rad/s,



i on je osobina signala, a ne nacina na koji ga odabiramo. Od T zavisi samo razmak
izmedu kopija. Kada T smanjujemo, w;, raste i kopije se razmicu. Na slici 8 je prikazan
slucaj za nekoliko perioda odabiranja: Ty = 1s, Ty, = 0,5s 1 Ts, = 0,25s. Vidi se da se
razmak izmedu kopija povecava sa smanjenjem periode odabiranja. U osnovnom opsegu
lw| < ws/2 ostaje prakticno samo X (jw).

U limesu kada T, — 0 osnovni opseg obuhvata celu realnu osu, kopije odlaze u
beskonac¢nost i ostaje jedna, neperiodi¢na funkcija X (jw). To je upravo granicni prelaz
koji smo koristili pri izvodenju Furijeove transformacije kontinualnih signala. Tada smo
znali samo da je funkcija T' X, (e“7) perioditna i da u osnovnom opsegu tezi ka X (jw),
a relacija (11) daje i njen tacan oblik za konacan korak.

Ako iste spektre nacrtamo u zavisnosti od digitalne ucestanosti 2 = w7 (slika 9),
slika je obrnuta. Perioda je uvek 27, ali se oblik spektra suzava oko {2 = 0, jer se
sadrzaj signala sa analogne ucestanosti w nalazi na digitalnoj ucestanosti 2 = w7,
koja se smanjuje kada se Ts smanjuje.

Ts=1s
V2r
—Ws 7% 0 ""7 W‘s
T, =05s
T, =025
V2n
—(LJS _% 0 “’7 UJ‘S
— T Xs(jw) - X(jw)
- - - kopije X (j(w — kws)), k # 0 osnovni opseg |w| < wy/2

Slika 8. Spektar odabranog signala T, X, (jw) = T, X, (™) za z(t) = e */2i T, = 15,
0,551 0,25s. Kopije spektra (narandzasto isprekidano) razmicu se sa smanjenjem Ty, a
u osnovnom opsegu (sivo polje) ostaje prakticno samo X (jw).
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Slika 9. Isti spektri kao na slici 8, nacrtani u zavisnosti od digitalne uc¢estanosti 2 = wT.
Perioda je uvek 27, a oblik spektra se sa smanjenjem Ty suzava oko {2 = 0, jer isti
analogni sadrzaj na ucestanosti w odgovara sve manjoj digitalnoj ucestanosti 2 = wTs.

3 Teorema o odabiranju

3.1 Preklapanje spektra

Na slici 6 spektar je bio ogranicen, X (jw) = 0 za |w| > wWnax, 1 vazilo je ws > 2whax-
Zato se kopije spektra u X,(jw) nisu preklapale, pa se originalni spektar nalazi neizme-
njen u osnovnom opsegu |w| < wy/2. Iz njega se, kao $to ¢emo videti, moze izdvojiti
idealnim filtrom propusnikom niskih ucestanosti, pa odabiranjem nije izgubljena nika-
kva informacija.

Nije, medutim, dovoljno samo da je spektar ogranicen. Ako je ws < 2wpax, kopije
se preklapaju (slika 10), i u osnovnom opsegu vise se ne nalazi originalni spektar, veé
njegov zbir sa repovima susednih kopija. Ova pojava se naziva preklapanje spektra (engl.
aliasing). 1z ovakvog odabranog signala originalni signal viSe nije moguée rekonstruisati,
cak ni idealnim filtrom.

Kod signala koji nisu frekvencijski ograniceni, kao $to je Gausov signal iz odeljka 2.4,
kopije se preklapaju za svaki korak odabiranja. Kada je T malo, kopije su daleko i pre-
klapanje je zanemarljivo (slika 8). Kada T povecavamo, kopije se priblizavaju, a njihovi
repovi ulaze u osnovni opseg i sabiraju se sa X (jw) (slika 11). Tada se T5 Xy (ej“’TS) niu
osnovnom opsegu vise ne poklapa sa X (jw), a preklapanje spektra postaje izrazeno.
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Slika 10. Spektar signala za koji je wmax > ws/2 (gore) i spektar odabranog signala
(dole). Kopije (sivo isprekidano) se preklapaju, pa se zbir (plavo) u osnovnom opsegu
razlikuje od originalnog spektra (crveno isprekidano).

3.2 Teorema o odabiranju

Teorema 3.1 (Teorema o odabiranju). Neka je kontinualni signal z(t) frekvencijski
ogranicen, tj. X (jw) = 0 za |w| > wWmax. Signal z(t) se moze u potpunosti rekonstruisati
iz svojih odbiraka x(nTy) ako je

Ws > 2 Wnax, odnosno fs > 2 fmax- (13)

Grani¢na vrednost 2 fi,.x naziva se Nikvistova brzina odabiranja (engl. Nyquist rate),
a polovina ucestanosti odabiranja, fs/2, Nikvistova ucestanost (engl. Nyquist frequen-
cy). Pri datoj ucestanosti odabiranja ispravno se predstavljaju samo komponente ¢ije
su ucestanosti manje od f,/2. Nejednakost u (13) mora biti stroga. Na primer, sinuso-
ida sin(wst/2), odabrana sa korakom T}, daje odbirke sin(7n) = 0 za svako n, pa se iz
odbiraka ne moze razlikovati od nultog signala. Teorema se moze formulisati i na druge
nacine. Pregled njene istorije, sa doprinosima Vitakera, Koteljnikova, Nikvista i Senona,
dat je u [Liik99], a savremeni pregled razlicitih formulacija i uopstenja u [Uns00].

Greska Rimanove sume

Pri izvodenju Furijeove transformacije kontinualnih signala koristili smo to sto
je Ty Y, x(nTy) e~ “nTs Rimanova suma integrala Furijeove transformacije, pa za
Ts — 0 tezi X (jw). Odabiranje mozemo posmatrati i iz tog ugla. Ako je korak
T, konacan, Rimanova suma se razlikuje od integrala, a ta razlika je posledica
preklapanja spektra.

Iz relacije (11) se moze dobiti tacan izraz za gresku Rimanove sume za konacan

10



korak:

T, Y z(nT.)e ™™ — X(jw) = T Xa(") — X (jw)

oo S~ N—
— _  integral po definiciji DTFT-a
Rimanova suma (14)
(1) ZX(j(w — l{:ws)).
k0

Greska Rimanove sume je, dakle, tacno jednaka doprinosu svih kopija spektra
osim centralne. Ona je mala kada su kopije daleko, tj. kada je T malo, a jednaka
je nuli u osnovnom opsegu |w| < w,/2 ako je signal frekvencijski ogranicen i vazi
Ws > 2Wmax. Za takve signale Rimanova suma je u osnovnom opsegu tacna vec¢ za
konacan korak, sto je upravo sadrzaj teoreme o odabiranju.

Brojevni primer

Za Gausov signal sa slika 8 i 11, u tabeli 1 uporedene su greska Rimanove sume
u tacki w = 2rad/s, izracunata direktno iz odbiraka, i zbir doprinosa kopija sa
desne strane izraza (14). Vrednosti se poklapaju.

Ts ws=2m/T;s . greska .
Ty X 4(ei?Ts X (5(2 — kws
[s] [rad/s] a( ) Rimanove sume k0 t )
1,5 4,189 0,56768 2,3-107! 2,3-1071
1 6,283 0,33950 2,6-1074 2,6-1074
0,5 12,566 0,33924 <1071 <1071

Tabela 1. Greska Rimanove sume u w = 2rad/s za z(t) = e /2

X(j2) = V2me2 &~ 0,33924.

, uz tacnu vrednost

ZaTs =15sjews =2m/(1,5s) ~ 4,19rad/s, pa je kopija centrirana u w, od tacke
w = 2rad/s udaljena samo oko 2,19 rad/s i znacajno joj doprinosi. Sa smanjenjem
T, kopije se udaljavaju, a greska naglo opada (slika 8). Sa povecanjem Ty kopije
se priblizavaju i preklapaju sa centralnom kopijom (slika 11).

11




— T Xs(jw) - = X(jw)
-~ kopije X (j(w — kws)), k # 0 E=3doprinos kopija u osnovnom opsegu
osnovni opseg |w| < wg/2

Slika 11. Spektar odabranog signala T,X,(jw) = T,X4(e"*) za Gausov signal
sa slike 8 i vece korake odabiranja, T, = 1,5s, 2s i 2,5s. Kopije se priblizavaju,
a njihovi repovi ulaze u osnovni opseg. Crveno je osencen njihov doprinos, koji
je prema (14) upravo greska Rimanove sume. Na prvom panelu tackasta lini-
ja oznacava ucestanost w = 2rad/s iz tabele 1: pun kruzi¢ je Rimanova suma
TsX(j2), a prazan tacna vrednost integrala X (j2).

A J

3.3 Odabiranje signala ograni¢enog na opseg [fr, fn]: pododa-
biranje

Teorema o odabiranju u obliku (13) pretpostavlja da spektar signala zauzima opseg
od nule do fax. Spektar mnogih signala u telekomunikacijama i merenjima je, medutim,
ogranicen na opseg od fr do fy, gde je fr > 0 (engl. bandpass signal). Sirinu tog
opsega oznacicemo sa B = fy — fr. Uslov f; > 2fy je za takve signale dovoljan, ali
nije potreban. Prema (9), spektar odabranog signala je zbir kopija spektra pomerenih
za umnoske f,, a odbirci ¢uvaju svu informaciju o signalu sve dok se te kopije ne
preklapaju. Posto je opseg ispod f1, prazan, kopije mogu da stanu i u njega, pa je moguce
odabirati i ucestanos¢u manjom od 2fy. Takvo odabiranje naziva se pododabiranje
(engl. undersampling, bandpass sampling).
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Kompleksan signal

Poénimo od jednostavnijeg slucaja. Neka je signal kompleksan i neka mu je spektar
razlicit od nule samo za fr < f < fy, tj. samo na pozitivnim ucestanostima. Takvi
signali se u praksi dobijaju kao par realnih signala, tzv. komponente u fazi i kvadraturi
(I1Q), na primer u radio-prijemnicima. Kopija spektra pomerena za k f; zauzima opseg
[fr — kfs, fu— kfs] sirine B, a susedne kopije su razmaknute za f;. One se, dakle, ne

preklapaju ako i samo ako je
(15)

bez obzira na to gde se opseg nalazi. Nejednakost je stroga iz istog razloga kao u
teoremi o odabiranju: za f; = B kompleksne sinusoide na ucestanostima f7 i fg imaju
iste odbirke, jer je e unTs — oi2nfinTs i2mn — oi2nfinTs

Uslov (15) govori samo o tome da se kopije ne preklapaju. Gde ¢e se spektar naéi u
osnovnom opsegu |f| < fs/2 zavisi od izbora f,. Najpogodnije je da centralna ucestanost
opsega f. = (fr + fu)/2 bude umnozak f, jer tada jedna kopija pada taéno oko nule
(slika 12). Za druge vrednosti fs ceo spektar je i dalje sadrzan u osnovnom opsegu, ali
moze biti podeljen na dva dela, jedan uz — f;/2, a drugi uz f,/2. Pododabiranje, dakle,
istovremeno odabira signal i spusta ga na nizu ucestanost, sto je u analognoj tehnici
zadatak mesaca.

| X (j27f)]

‘ f [kHz]
0 17 21

s = 4,75kHz

dddd(dd4dd4 s
—4fs —2fs 0 2fs 4fs

i = 3,5kHz,

‘ ! ‘ ‘ f [kHz]
—4fs —2fs 0 2fs 4fs

17kHz < f < 21kHz (B = 4kHz). Gore: modul spektra. Sredina: za f; = 4,75kHz
> B kopije se ne preklapaju, a posto je centralna ucestanost 19 kHz umnozak f,, jedna
kopija pada ta¢no u osnovni opseg (sivo). Dole: za fs = 3,5kHz < B susedne kopije se
preklapaju (crveno).
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Realan signal

Napon na ulazu A /D konvertora je, medutim, realan signal, a spektar realnog signala
je konjugovano simetrican: uz opseg [fr, fu] uvek postoji i opseg [—fu, —f1]. Kopije
pozitivnog dela spektra se i dalje medusobno ne preklapaju za f, > B, ali sada mogu
da se preklope sa kopijama negativnog dela. Zbog toga uslov (15) vise nije dovoljan.

Pogledajmo najpre primer na slici 13. Signal zauzima isti opseg kao ranije, od f7 =
17kHz do fg = 21 kHz, ali je sada realan, pa spektar ima komponente i na negativnim
ucestanostima (narandzasto). Za f; = 11kHz kopije pozitivnog i negativnog dela se
smenjuju i ne preklapaju, pa se signal moze rekonstruisati, iako je f, skoro cetiri puta
manja od 2fy. Za fs = 12 kHz kopije negativnog dela upadaju u kopije pozitivnog, iako
je ucestanost odabiranja veca. Za razliku od niskofrekvencijskog signala, vec¢a ucestanost
odabiranja, dakle, nije uvek bolja.

ﬁ X (j2nf)
m— f [kH7]
—21  —17 0 17 21
fs = 11kHz
1 ! 1 :‘ L :1 1: ! ! I f[kHZ]
—2fs —fs _J;i 0 J%s fs 2fs
fs = 12kHz
: : i : f [kHZ]

—2f, —fs —L fs 2fs

Slika 13. Pododabiranje realnog signala ciji spektar zauzima opseg od fr = 17kHz
do fg = 21kHz (B = 4kHz). Gore: modul spektra; pozitivni deo spektra je plav, a
negativni narandzast i isprekidan. Sredina: za f; = 11 kHz kopije se ne preklapaju, a u
osnovnom opsegu (sivo) nalazi se kopija negativnog dela spektra, pa je spektar obrnut
po ucestanosti. Dole: za f; = 12kHz kopije pozitivnhog i negativnog dela spektra se
preklapaju (crveno), iako je fs > 2B.

Sa slike se vidi i Sta je potrebno da se kopije ne preklapaju: pozitivni deo spektra,
[fr, fr], mora da stane u razmak izmedu dve susedne kopije negativnog dela. Sli¢no,
negativni deo spektra, [— fy, — f1], mora da stane izmedu dve susedne kopije pozitivnog
dela. Posto je spektar simetrican, dovoljno je proveriti samo jedan od gorenavedena dva
uslova. Kopije negativnog dela zauzimaju opsege [mfs — fu, mfs — fr], gde je m ceo
broj. Neka pozitivni deo lezi izmedu (n — 1)-ve i n-te kopije. Tada desna ivica (n—1)-ve
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kopije mora biti levo od fr, a leva ivica n-te kopije desno od fg:

(n—=1)fs = fo < fr, nfs— fu > fa.

Odatle sledi uslov

fu
=1,2,... —. 16
n—1 N (16)

Za n = 1 gornje granice nema i dobijamo poznati uslov f; > 2fy. Svako vece n daje
novi, nizi interval dozvoljenih ucestanosti odabiranja. Takav interval postoji samo ako
je njegova donja granica manja od gornje, 2fy/n < 2fy/(n — 1), sto je ekvivalentno
uslovun < fy/B. Nejednakosti su stroge iz istog razloga kao u teoremi o odabiranju: na
granicama intervala ivica opsega dodiruje kopiju svoje slike u ogledalu, pa bi sinusoida
na ucestanosti fr, ili fy izgubila deo informacije.

Za signal sa slike je fy/B = 525, pa je n = 1,...,5, a dozvoljeni intervali su
fs > 42kHz (n = 1), 21kHz < f; < 34kHz (n = 2), 14kHz < f, < 17kHz (n = 3),
10,5kHz < f; < 11,33kHz (n = 4) i 8,4kHz < f; < 85kHz (n = 5). Vrednost
fs = 11kHz je u intervalu za n = 4, a f; = 12kHz je u zabranjenom intervalu izmedu
intervala zan =31in=4.

Najmanja ucestanost odabiranja dobija se za najve¢e dozvoljeno n i proizvoljno je
blizu 2 fy /n. Posto je n < fy /B, ona je uvek veéa od 2B, a priblizava se vrednosti 2B
kada je Sirina opsega mala u odnosu na fy. Dakle, za signal opsega [fr, fz] najmanja
ucestanost odabiranja odredena je Sirinom opsega, a ne najve¢om ucestanoséu u signalu.
Ako je fg < 2B, dozvoljeno je samo n = 1, pa pododabiranje nije moguce i ostaje uslov
fs > 2fH

I kod realnog signala se u osnovnom opsegu [0, f5/2] pojavljuje kopija opsega [ f1, ful,
spustena ka nuli. Ako je m neparan, to je kopija pozitivnhog dela spektra i redosled
ucestanosti je ocuvan. Ako je n paran, kao na slici 13, to je kopija negativnog dela:
ucestanost f preslikava se u mf, — f, pa je spektar obrnut, tj. komponenta na fy pada
najnize, a ona na fr, najvise. Obrtanje se lako ispravlja u digitalnom domenu, naizme-
nicnom promenom znaka odbiraka, tj. mnozenjem sa 1,—1,1,—1,.... To je zapravo
mnozenje kompleksnom sinusoidom (—1)¥ = ™ gde je k redni broj odbirka, pa se
spektar pomera za {2 = 7, odnosno za fs/2. Zbog simetrije spektra realnog signala,
ucestanost f’ u osnovnom opsegu tada prelazi u f;/2 — f’, tj. spektar se preslikava u
ogledalu oko f,/4.

Ovo je i razlog sto se u prijemnicima cesto koristi kvadraturno odabiranje, sa 11 Q
granom: za kompleksan signal vazi jednostavan uslov (15), bez zabranjenih intervala i
bez obrtanja spektra.

Pododabiranje ima i svoju cenu. Sto je n veée, to su dozvoljeni intervali uzi, pa
ucestanost odabiranja i granice opsega signala moraju biti stabilne, a u praksi se ostavlja
i zastitni razmak. Filtar za sprecavanje preklapanja spektra mora biti propusnik opsega
[fL, fu], a ne propusnik niskih ucestanosti, jer bi se inace Sum i smetnje sa svih ostalih
opsega Sirine f;/2 preklopili u korisni opseg. Konaé¢no, kolo za odabiranje i zadrsku
mora da radi sa signalom ucestanosti do fy, a ne do f;/2, pa su zahtevi za njegov
propusni opseg i za tacnost trenutaka odabiranja odredeni sa fg.
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4 QOdabiranje sinusoide

4.1 Relativna ucestanost

Odabiranjem sinusoide
z(t) = Acos(2mft + ¢) = Acos(wt + ¢)

dobija se diskretna sinusoida

2[n] = 2(nT,) = Acos (%fin n g0)

S

(17)
= Acos(2mtFn + ) = Acos({2n + ¢).

Promenljivu F' = f/ f, nazivamo relativnom ucestanoséu, jer predstavlja odnos uc¢estanosti
kontinualnog signala i ucestanosti odabiranja, a {2 = 2nF = w7, relativnom kruznom
ucestanoscéu.

4.2 Preklapanje sinusoida

Ako se ucestanost sinusoide postepeno povecava, a ucestanost odabiranja drzi fik-
snom, ucestanost diskretne sinusoide raste samo dok je f < f;/2. Kada ucestanost
prede f/2, ucestanost diskretne sinusoide pocinje da opada, zatim ponovo raste, i ta-
ko redom. Razlog je to sto odbirci ne mogu da razlikuju sinusoide ¢ije se ucestanosti
razlikuju za umnozak wy. Za kompleksnu sinusoidu vazi

ej(erkws)nTs . ejo.mTS ej2k7'm . ejwnTS (18)
- - )

a za realnu sinusoidu jos i cos((w, — w)nT) = cos(2mn — wnT}) = cos(wnTy). Sinusoida

ucestanosti w iz intervala ws/2 < w < wy zato ima iste odbirke kao sinusoida nize

ucestanosti ws; — w (slika 14).

0 T 2Ty 3T ATy 5T 67 7T 8T

——cos((ws —wp)t) ——cos(wot) eodbirci ut=nT;

Slika 14. Sinusoide ucestanosti wy i ws — wy (ovde wy = 0,6/7%) imaju iste odbirke. 1z
odbiraka se ne moze zakljuciti koja je od njih odabrana.

Kod kompleksne sinusoide efekat je jos ocigledniji ako je predstavimo u komplek-
snoj ravni, kao tacku koja se kreée po jedinicnom krugu. Prema (18), relativna kruzna
ucestanost 2y daje iste odbirke kao 2y — 2. Ako je m < () < 2m, ekvivalentna
ucestanost {2y — 27 je negativna, pa odbirci izgledaju kao da se tacka kre¢e u suprot-
nom smeru, sporije. Isti efekat se vidi u filmovima, kada tocak automobila koji brzo
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ubrzava odjednom uspori, stane ili se okre¢e unazad: kamera odabira sliku konacnom
ucestanoscu.

Ovo je i najprirodniji nac¢in da se razume negativna ucestanost (slika 15). Komplek-
sna sinusoida ¢’ je tacka na jedinicnom krugu koja se u svakom koraku pomeri za
ugao 2: za {2 > 0 tacka se krece suprotno smeru kazaljke na satu, a za {2 < 0 u smeru
kazaljke. Realna sinusoida cos(2n) = (e¥?" 4 e73") je zbir dve takve tacke koje se
kreé¢u u suprotnim smerovima, pa njen spektar uvek ima komponente i na pozitivnoj i
na negativnoj ucestanosti.

Im
Im A
A
3 2
° °
4" |/ el
5 o0 Re
20 = 97'(/5,
2y =m/5 ekvivalentno 2y — 2w = —mt/5
Slika 15. Odbirci kompleksne sinusoide %™ n = 0,...,5, na jedini¢nom krugu. Levo:

za (29 = /5 tacka se u svakom koraku pomeri za 71/5 suprotno smeru kazaljke na satu.
Desno: za 2y = 97t/5 pomeri se za 97/5, §to daje iste tacke kao pomeraj za —7t/5, pa
izgleda kao da se krece sporije i u suprotnom smeru. To je negativna ucestanost.

5 Izbor ucestanosti odabiranja

Iz prethodne analize sledi da ucestanost odabiranja signala ¢iji spektar pocinje od
nule treba izabrati tako da bude veca od dvostruke najveée ucestanosti signala. U audio
tehnici se, na primer, koriste ucestanosti odabiranja f; = 44,1 kHz, 48 kHz, 96 kHz ili
192 kHz, zavisno od standarda, sve uz pretpostavku da covek ¢uje ucestanosti do oko
20 kHz.

U elektronskim kolima, medutim, uvek postoji Sum, koji je najcesée Sirokopojasan i
prisutan i na ucestanostima veéim od fu. korisnog signala (slika 16). Sum sa uéestanosti
iznad fs/2 bi se odabiranjem preklopio u osnovni opseg i pokvario koristan signal. Po-
vecavanje ucestanosti odabiranja dok ne obuhvati ceo sSum nije dobro resenje: brzi A/D
konvertori su skuplji, slozeniji i trose vise energije, a raste i kolicina podataka koju treba
obraditi i sacuvati. Zato se ispred A/D konvertora postavlja analogni filtar propusnik
niskih ucestanosti koji potiskuje sve komponente iznad f,/2, tzv. filtar za sprecavanje
preklapanja spektra (engl. anti-aliasing filter). Kod pododabiranja (odeljak 3.3) to je
filtar propusnik opsega [fr, fu]. Tada se ucestanost odabiranja bira prema korisnom
signalu, a ne prema Sumu.
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——signal sa Sumom

R - [Haa(jw)|
— posle filtra

2wy

x(t) anti-aliasing
filtar

Y

A/D > DSP

Slika 16. Gore: spektar korisnog signala sa Sirokopojasnim Sumom, karakteristika filtra
za sprecavanje preklapanja H 44 sa graniénom ucestanoséu ispod wg/2 i spektar posle
filtriranja. Dole: filtar se postavlja ispred A/D konvertora.

6 Rekonstrukcija signala

6.1 Idealna rekonstrukcija

Konverziju iz diskretnog u kontinualni signal nazivamo digitalno-analognom (D/A)
konverzijom. Idealna D/A konverzija (slika 17) najpre od odbiraka x[n] pravi povorku

Dirakovih impulsa

ro(t) = Y x[n]d(t —nTy), (19)

n=—oo

koja je, ako nema gubitaka zbog kvantizacije, jednaka odabranom signalu z4(t), pa je
i X (jw) = Xs(jw). Ako je zadovoljena teorema o odabiranju, osnovni opseg sadrzi
neizmenjen spektar X (jw)/Ts, koji se izdvaja idealnim filtrom propusnikom niskih

ucestanosti
) Ts, |w| <ws/2,
H,(jw) = (20)
0, |w| > ws/2.
Pojacanje T u propusnom opsegu ponistava faktor 1/7Ty iz izraza (9), pa je X, (jw) =

Xs(jw) Hy(jw) = X (jw).

idealni D/A konvertor

zln] konverzija sekvence | Tsr (t) [idealni filtar (1)
_ > . — >
| u niz impulsa H,(jw) |

T

Slika 17. Idealni D/A konvertor.

18



Impulsni odziv idealnog filtra za rekonstrukciju dobija se inverznom Furijeovom
transformacijom izraza (20):

ws/2 sin(w sin
he(t) 1/ _ T, 2sin(wt/2) _ sin(nt/T5)

= T, et d = :
210 o, 2 YT on t it /T

sto je takozvana funkcija sinc (slika 18). Ona je jednaka jedinici u ¢ = 0 i nuli u svim

ostalim trenucima odabiranja t = nTj.

(21)

H,(jw) h(t)
el 1
. \V \V4
—80 —4T, —2T, 2T, 4T,

Slika 18. Frekvencijska karakteristika idealnog filtra za rekonstrukciju (levo) i njegov
impulsni odziv, funkcija sinc (desno).

Odziv filtra je konvolucija pobude i impulsnog odziva. Posto je pobuda povorka
impulsa, odziv je zbir pomerenih i skaliranih impulsnih odziva:
> - sin(7t(t — nTy)/Ty)
we(t) = he(t) * 2o (t) = D aln]he(t —nT) = > x[n] AT (22)

n=—oo n=—oo

Ovo je interpolaciona formula: svaki odbirak doprinosi jednom pomerenom funkcijom
sinc, a njihov zbir daje originalni signal (slika 19). U trenucima odabiranja doprinosi
svih ostalih odbiraka jednaki su nuli, pa je x,.(nTs) = x[n]. Ako se u zbir uklju¢i samo
kona¢no mnogo odbiraka, kao na slici, rekonstrukcija nije tacna, posebno blizu krajeva
intervala; tacna je tek kada se uracunaju svi odbirci.

Naglasimo da rekonstrukcija (22) daje originalni signal, z,(t) = x(t), samo ako pri
odabiranju nije bilo preklapanja spektra, tj. ako je ispunjen uslov teoreme o odabiranju
(13). U suprotnom osnovni opseg ne sadrzi X (jw)/Ts, nego zbir preklopljenih kopija
spektra (odeljak 3.1), a filtar H,(jw) izdvaja upravo taj zbir. Signal z,.(t) tada i dalje
prolazi kroz sve odbirke, x,.(nTs) = z[n], ali se izmedu njih razlikuje od z(t). Na pri-
mer, sinusoida ucestanosti veée od fs/2 rekonstruise se kao sinusoida nize ucestanosti
(odeljak 4.2).

6.2 Realna D/A konverzija: kolo zadrske nultog reda

Ni idealnu D/A konverziju nije moguce ostvariti, jer zahteva Dirakove impulse i ide-
alni filtar. D/A konvertori najéesée napon koji odgovara odbirku z[n] drze konstantnim
tokom jedne periode odabiranja, od trenutka n7s do (n+ 1)T; (slika 20). Takvo kolo se
naziva kolo zadrske nultog reda (engl. Zero-Order Hold, ZOH). Njegov impulsni odziv
je pravougaoni impuls trajanja T,

1, 0<t< Ty,
haon(t) = {O inace (23)
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0 2T, AT, 67, 87T, 107, 127,

Slika 19. Rekonstrukcija interpolacionom formulom (22). Isprekidane obojene krive su
pojedinaéni doprinosi x[n] h,(t — nTy) odbiraka prikazanih na slici, zelena kriva je zbir
doprinosa svih odbiraka, a crna isprekidana kriva originalni signal z(t), sa kojim se
rekonstruisani signal poklapa.

a frekvencijska karakteristika

T .
. - T./2)

H — —jwt dt = Ts Sln(w S —‘]wTs/2‘ 24

zon(jw) /0 e T2 © (24)

—jwTs /2

Modul je funkcija sinc, dualno prethodnom slucaju, a faktor e predstavlja kasnjenje

od pola periode odabiranja.

0 27 4T 67 8T 107 12T

Slika 20. Rekonstrukcija kolom zadrske nultog reda (zeleno) i originalni signal (ispreki-
dano).

Rekonstruisani signal ima ostre ivice na prelazima izmedu odbiraka. One unose u
spektar nezeljene visoke ucestanosti. Pri niskim ucestanostima odabiranja, na primer
8kHz u telefoniji, te komponente su u ¢ujnom opsegu i ¢uju se kao ostar, ,, metalan*
zvuk. U frekvencijskom domenu to se vidi jasno (slika 21): karakteristika |Hzon(jw)]
nije idealna, pa kopije spektra nisu potpuno potisnute, ve¢ samo oslabljene. Zato se iza
D/A konvertora postavlja jos jedan analogni filtar propusnik niskih ucestanosti, koji
uklanja ostatke kopija. Posto se kopije spektra nazivaju i slike (engl. images), ovaj filtar
se naziva filtar za uklanjanje kopija spektra (engl. anti-imaging filter), po analogiji sa
filtrom za sprecavanje preklapanja spektra (engl. anti-aliasing filter) na ulazu.

Postoji i drugi problem: funkcija sinc nije ravna u osnovnom opsegu, veé¢ na ivici,
za w = w,/2, opada na 2/m =~ 0,64, tj. za oko 3,9 dB. To izoblicava korisni signal. Ovo
se moze ublaziti digitalnim filtrom c¢ija je karakteristika priblizno inverzna karakteri-
stici ZOH kola u osnovnom opsegu, tzv. inverznim sinc filtrom, koji se ¢esto koristi u
telekomunikacionim sistemima.
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Potreba za ovim filtrom najbolje se vidi na signalu koji ima izrazene komponen-
te blizu ivice osnovnog opsega. Na slici 22 je spektar u obliku slova M, ¢iji su vrhovi
na w = +0,45w,. Posle ZOH kola vrhovi su oslabljeni na oko 70 %, tj. za oko 3,1dB,
dok je sredina spektra gotovo neizmenjena, pa oblik spektra vise nije isti. Inverzni
sinc filtar u digitalnom domenu, pre D/A konverzije, unapred pojacava komponente
blizu ivice opsega onoliko koliko ¢e ih ZOH kolo oslabiti, Hin, (e47*) ~ % za
|w| < ws/2. Idealna karakteristika se ne moze tac¢no ostvariti, ali se dobro aproksimira
kratkim FIR filtrom sa linearnom fazom. Na slici je to filtar sa samo sedam koeficijenata,
hin] = {—0,0094; 0,027; —0,0993; 1,1585; —0,0993; 0,027; —0,0094}, koji kompenza-
ciju obavlja gotovo potpuno u veéem delu osnovnog opsega, dok uz samu ivicu wyg/2
ostaje malo nekompenzovano slabljenje. Cena kompenzacije je to Sto filtar pojacava
visoke ucestanosti, pa signal pre D/A konverzije mora imati rezervu u dinamici.

—2wy,

7T3Xs(jw) o |HZ0H(JCU)|/TS - |X7"(Jw)|

Slika 21. Spektar odabranog signala sa spektrom u obliku slova M sa slike 22, modul
karakteristike ZOH kola i spektar signala rekonstruisanog ZOH kolom. Kopije spektra
su oslabljene, ali ne i uklonjene, a i centralna kopija je izobli¢ena: njeni vrhovi blizu
+ws/2 su oslabljeni.

6.3 Sistem za digitalnu obradu analognih signala

Tako dolazimo do kompletne Seme sistema za digitalnu obradu analognih signala
(slika 23). Cine je filtar za sprecavanje preklapanja spektra (engl. anti-aliasing filter),
A/D konvertor, digitalni sistem za obradu, D/A konvertor i filtar za uklanjanje kopija
spektra (engl. anti-imaging filter). Ako se koristi inverzni sinc filtar, on je deo digitalnog
sistema, neposredno pre D/A konvertora.
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1 ‘~-~~~~~ 27 ’—”__—‘ 1
— = L
w
Ws Ws Ws Ws
-5 'y 0 T 5
|Hzom (jw)|/Ts ~ |Hiny (T5)|, FIR sa 7 koeficijenata
idealni inverzni sinc posle inverznog sinc filtra i ZOH kola
——posle ZOH kola, bez kompenzacije --- originalni spektar

Slika 22. Spektar u obliku slova M u osnovnom opsegu. ZOH kolo oslabljuje komponen-
te blizu w,/2 (crveno), pa vrhovi spektra padaju. Inverzni sinc filtar (narandzasto) pre
D/A konverzije kompenzuje ovo slabljenje. Prikazan je realan FIR filtar sa 7 koeficije-
nata, projektovan za |w| < 0,45 w;: rezultujuéi spektar (Siroka plava linija) se do vrhova
poklapa sa originalnim (crno isprekidano) sa greskom manjom od 0,2 dB, a tek uz samu
ivicu wg/2, gde FIR filtar ne prati idealnu karakteristiku (narandzasto tackasto), ostaje
nekompenzovano slabljenje od oko 0,8 dB.

x(t) anti-aliasing
filtar

Y

Y

Y

D/A _ | anti-imaging y(1)
| filtar

A/D

DSP

Slika 23. Sistem za digitalnu obradu analognih signala.
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