9. SINTEZA SISTEMA SA KONACNIM IMPULSNIM
ODZIVOM

Poznato je da u analognim sistemima ne postoje funkcije prenosa koje imaju samo nule, jer
se to protivi uslovima fizicke ostvarljivosti [R-20, P-1]. Zbog toga se funkcije prenosa sistema sa
kona¢nim impulsnim odzivom (FIR tipa) sintetizuju direktnom sintezom u z-ravni, uglavnom uz
upotrebu racunara. U ovom poglavlju ¢e biti razmotreno nekoliko postupaka sinteze FIR sistema od
kojih svaki ima svoje prednosti i nedostatke. Najjednostavniji za primenu je metod sinteze koji
koristi prozorske funkcije za ograni¢avanje impulsnog odziva. NesSto slozZeniji metod je metod
frekvencijskog odabiranja koji je u tesnoj vezi sa metodom realizacije koji je opisan u odeljku
7.2.3. Najbolji rezultati se dobijaju koriS¢enjem optimizacionih metoda projektovanja, posebno
Remezovog algoritma za izjednacavanje ekstremuma.

U poredenju sa IIR sistemima, moZe se lako uociti da FIR sistemi koji zadovoljavaju iste
specifikacije uvek imaju znatno visi red. Objasnjenje ove pojave je vrlo jednostavno: funkcija
prenosa FIR tipa ima znatno manji broj slobodnih parametara od funkcije prenosa IIR tipa koja je
istog reda. Stoga se moze postaviti pitanje imaju li FIR filtri primenu u obradi signala. Odgovor na
ovo pitanje je viSestruko potvrdan. Pre svega, pomocu funkcija prenosa FIR tipa mogu se ta¢no
ostvariti neke karakteristike koje IIR sistemi mogu samo aproksimativno da ostvare. Takve
karakteristike su na primer: linearna faza, linearna amplitudska karakteristika, konstantan fazni
pomeraj od 90°. Osim toga, mogu se jednostavno projektovati i selektivni filtri kod kojih su gabariti
zadati na nestandardan nacin koji onemogucava primenu klasi¢ne sinteze u analognom domenu i
preslikavanje.

Nagli porast interesovanja za FIR sisteme nastao je sa razvojem tehnika za brzo
izracunavanje diskretne Furijeove transformacije S$to je omoguéilo povecanje efikasnosti
izraCunavanja sistema baziranih na FIR strukturama. U poslednjih nekoliko godina, sa pojavom
specijalizovanih procesora za brzo izracunavanje konvolucije, interes za FIR sisteme je jo$ viSe
povecan.

9.1 NEKE VAZNE OSOBINE FIR SISTEMA SA LINEARNOM FAZOM

Funkcija prenosa diskretnog sistema sa kona¢nim impulsnim odzivom (FIR) data je
izrazima (6.43) 1 (7.4):

M-1 M-1
H(z)= ) b,z" = hn]z™" 9.1)
n=0 n=0

Na jedini¢nom krugu frekvencijski odziv FIR sistema dat je izrazom:

195



196 9. Sinteza sistema sa konac¢nim impulsnim odzivom

M-l jQ .
H(e'™) =) hlnle® =|H(e'™)le™"™ = M(Q)e™ 9.2)
n=0

gde je M(Q) amplitudska karakteristika, a 0(Q) fazna karakteristika sistema. Umesto fazne
karakteristike se, kao 1 kod analognih sistema, koristi fazno kasnjenje definisano izrazom:

0(Q)
'Cp (Q) = —T (93)
ili, grupno kasSnjenje:
do(Q)
Q)=—"-— 94
7,(Q) 70 (9:4)

koje je znatno pogodnije za izracunavanje i merenje. U slucaju da FIR sistem poseduje linearnu
faznu karakteristiku, njegov impulsni odziv, amplitudska karakteristika, kao i raspored nula u z-
ravni imaju izvesne specificnosti koje ¢e biti detaljnije razmotrene u daljem tekstu.

9.1.1 OSOBINE IMPULSNOG ODZIVA FIR SISTEMA SA LINEARNOM FAZOM

Posmatrajmo FIR sistem sa realnim impulsnim odzivom #A[n] ¢&ije su 1 grupno i fazno
kasnjenje konstantni:

T, (Q)=1,(Q)=1 9.5)
Fazna karakteristika takvog FIR sistema je oCigledno linearna:
M-1
— > h[n]sinnQ
0(Q) =-tQ =tan™ —=° (9.6)
Z h[n]cosnQ)
n=0

Nalazenjem tangensa leve i desne strane jednacine (9.6) dobija se:

M-1
h[n]sin nQ
Sin <O Z:(; [n]sinn
tantQ = o == 9.7)
cost Zh[n]cos 719)
n=0
odnosno,
M-1 M-1
> h[n](cos nQsin tQ —sin nQ.cos tQ) = Y h[n]sin(tQ —nQ) =0 (9.8)
n=0 n=0

Trigonometrijska jednacina (9.8) ima mnogo resenja, od kojih je jedno veoma jednostavno:
M-1

Wnl=hM—-1-n], n=0,...M—1 (9.10)

Dakle, funkcija prenosa sa konacnim impulsnim odzivom moZe imati konstantno grupno i
fazno kasnjenje u celom propusnom opsegu ako ima impulsni odziv koji je simetrican. Ako je M
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neparan broj (Tip I FIR filtra) impulsni odziv je simetrican u odnosu na centralni odbirak sa
indeksom (M —1)/2. Ako je M paran broj (Tip II FIR filtra) impulsni odziv je simetri¢an u odnosu
na tacku koja lezi na sredini izmedu odbiraka sa indeksima (M —2)/2 i M/2. Slu¢aj simetri¢nog
impulsnog odziva prikazan je na slici 9.1.

h[n] h[n]
1. 1' > ‘r 1. 1' SN R q' >
01 2 3 4 5 6 7 l n 01 23 456 7 8 91011 n

(@) (b)
Slika 9.1 Impulsni odziv FIR sistema koji obezbeduje konstantno fazno i grupno kasnjenje:
(a) M neparno, (b) M parno.

Medutim, u veéini primena u telekomunikacijama zahteva se da samo grupno kaSnjenje
bude konstantno. Tada fazna karakteristika moze da ima sloZeniji oblik:

M-1
— > h[n]sinnQ
0(Q)=-1Q+0, =tan™" — " 9.11)

M-1
Z h[n]cosnQ)

n=0

odakle se, slicnim postupkom kao u prethodnom slucaju, dobija jednacina:

M-1
> h[n]sin(tQ—6, —nQ) =0 9.12)
n=0
Cije je reSenje:
T
0, ) (9.13)
=M1 9.14)
5 .
hnl=—hM-1-n], n=0,....,M—1 (9.15)

U ovom slucaju, funkcija prenosa sa konacnim impulsnim odzivom moZe imati konstantno
grupno kasnjenje u celom propusnom opsegu ako ima impulsni odziv koji je antisimetrican. Ako je
M neparan broj (Tip III FIR filtra) impulsni odziv je antisimetrican u odnosu na centralni odbirak
sa indeksom (M —1)/2. Ako je M paran broj (Tip IV FIR filtra) impulsni odziv je antisimetri¢an u
odnosu na tacku koja lezi na sredini izmedu odbiraka sa indeksima (M —2)/2 i M/2. Slucaj
antisimetricnog impulsnog odziva prikazan je na slici 9.2.

6 7 8 9 10

() (b)
Slika 9.2 Impulsni odziv FIR sistema koji obezbeduje konstantno grupno kasnjenje:
(a) M neparno, (b) M parno.
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9.1.2 OSOBINE AMPLITUDSKE KARAKTERISTIKE FIR SISTEMA SA
LINEARNOM FAZOM

Zbog simetri¢nosti ili antisimetri¢nosti impulsnog odziva FIR sistema sa linearnom fazom,
frekvencijski odziv takvih sistema se moZe napisati na posebno jednostavan nacin. Posmatrajmo
FIR funkciju tipa I (impulsni odziv simetrican, M neparan broj). Iz (9.2) sledi:

_ (M-3)/2 ' ' M-l '
H®)= > hnle " +h(M -1]/2)e /M D24 N hinle € (9.16)
n=0 n=(M+1)/2

gde se, na osnovu (9.10) i smenama M —1—n=m 1 m=n, druga suma moZze transformisati u oblik:

M-1 , M-l ' (M=3)/2 '
D hnle M= Y M -1-nle "= > hnle /M 9.17)
n=(M+1)/2 n=(M+1)/2 n=0
¢ime se (9.16) svodi na:
) 0 5 (M—3)/2 M _1
H(e!®)=e /M2 oM -1)/21+ > 2h[n]cosQ( o nj (9.18)
n=0
Smenom (M —1)/2—n =k iz (9.18) se dobija:
) ) (M-1)/2
H(e!?)=e /M2 %" g cosQk (9.19)
k=0
gde je:
ag = h{(M—1)/2] (9.20)
a, =2h[(M -1)/2—k] (9.21)

Na sli¢an nacin se, za FIR filtar tipa II (impulsni odziv simetri¢an, M paran broj), iz (9.2) i
(9.10) dobija:

' . M2
H(e'®) = o /M=) z b, cosQ(k—%] (9.22)
k=1
gde je:
b, =2h[M/2 —k] (9.23)

U slucaju FIR filtra tipa III (impulsni odziv antisimetri¢an, M neparan broj), ima se:

| | R | ez
H(e'®) = ¢ /00-1/2] > a,sinQk = je /M2 g sinQk (9.24)
k=1 k=1

a za FIR filtar tipa IV (impulsni odziv antisimetri¢an, M paran broj):

| | M) _ M2
H(e™) = o /[00-n/2-72] zbk sin Q(k _ %) _ je*./Q(Mfl)/Z Zbk sin Q{k - %j (9.25)
k=1 k=1
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gde su a, 1 b, dati izrazima (9.21) 1 (9.23).
Vidi se da se u sva Cetiri slucaja frekvencijska karakteristika moze napisati u obliku:
H(e™)=e M2 2 1 () (9.26)
gde je K =0 za FIR filtre tipa [ 1 II, dok je K =1 za FIR filtre tipa IIl 1 IV, 1 gde je H,(€2) realna

funkcija uCestanosti koja se, posle koris¢enja nekih trigonometrijskih identiteta, moze napisati u
obliku:

H,(Q) = 0(Q)P(Q) (9.27)
gde je:
P(Q)= ZL:ock cosQk (9.28)

Kao sto se vidi, FIR filtar tipa I ve¢ ima frekvencijski odziv u obliku (9.28), pa je O(Q) =1.
Za filtar tipa 11, iz (9.22) se posle manjih matematickih manipulacija dobija:

H (Q)= Cos%Mﬁlock cosQk = 0(Q)P(Q) (9.29)

k=0
gde je:
o, = 0.5b,
a, =2b -0, , k=1,...,M/2-2 (9.30)
o =2by

M/2-1

Za filtar tipa III se dobija:

H (Q)=sin Q(Mif/éck cosQk =Q0(Q)P(Q) (9.31)

k=0
gde je:

Qp-3)2 = Am-1))2
O pr-s)/2 = 2(p-3))
: (9.32)
o — 0, =24, k=2,....,(M-5)/2
o, +0.5a, =q
Za filtar tipa IV se dobija:

Q M/2-1
H.(Q)= sinE Do, cosQk = O(Q)P(Q) (9.33)
k=0
gde je:

O pgoog =2byyn
a, —oa,=2b, k=2,...,M/2-1 (9.34)

Karakteristicni parametri koji definisu polinome P(€2)1 Q(Q) prikazani su u Tabeli 9.1.
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Tabela 9.1 Karakteristi¢ni parametri polinoma P(Q) i Q(€2)

Tip FIR filtra o) o L
Tip 1 I a (M—-1)2
. Q
Tip 11 cos— (9.30) M/2-1
Tip 11 sin Q (9.32) (M -3)/2
. . Q
Tip IV sin = (9.34) M/2-1

9.1.3 RASPORED NULA U Z-RAVNI FIR SISTEMA SA LINEARNOM FAZOM

Zbog simetrije ili antisimetrije impulsnog odziva, nule FIR funkcije prenosa zadovoljavaju,
osim konjugovane kompleksnosti, 1 neke dodatne uslove. Na primer, ako je M neparan broj, iz
(9.1) se primenom (9.10) ili (9.15) dobija:

(M-3)/2

H(z)= Z—(M—l)/z{ z h[n](Z(M—l)/Z—n iZ‘[(M—l)/2—n])+%h[(M_ 1)/2](20 + Zo)} (9.35)

n=0

gde znak + odgovara simetricnom a znak — antisimetricnom impulsnom odzivu. Smenom
(M —1)/2—n =k, jednacina (9.35) se moze dovesti na jednostavniji oblik:

(M-1)/2
H(z)= 7~ M0/ Z lak (Zk iz_k)zM (9.36)
im0 2 D(z)

gde su a, 1 a, dati formulama (9.20) 1 (9.21).
Kako u slu¢aju simetri¢nog ili antisimetri¢nog impulsnog odziva vazi:

M-1 M-1 0
H(z)= Y hnlz" =+ M —-1-nlz" =+ D hklz*zMD =MD pzH - (9.37)
n=0 n=0 k=M-1

ako je z; nula funkcije prenosa FIR filtra sa linearnom fazom H(z), onda i zl._1 takode mora biti
nula funkcije prenosa H(z). S obzirom da nule funkcije prenosa takode moraju biti i konjugovano
kompleksne, nule funkcije prenosa FIR filtra moraju imati sledece osobine:

1. Kompleksne nule funkcije prenosa koje ne leze na jedinicnom krugu javljaju se u
kvadrupletima (grupama po Cetiri konjugovano kompleksne i recipro¢ne nule) na lokacijama: z,, z;,
i),

2. Realne nule funkcije prenosa koje ne leze na jedini¢nom krugu javljaju se u recipro¢nim
parovima: z;, z; ',

3. Prozvoljan broj konjugovano kompleksnih parova nula moze lezati na jedini¢nom krugu
posto je:

(z—z)z—2))=(z—e/¥)(z—e/¥) = (z —i*J[z —ij (9.38)
z; Zj

4. Proizvoljan broj nula moZe lezati u tatkama z, = +1, jer je tada takode z ' = +1.
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Slucaj nule u tacki z = —1 je posebno vazan. Iz jednacine (9.37) sledi:
H(-1)=+(-1) "MV g(-1) (9.38)

Neka je impulsni odziv simetrican. Ako je M neparan broj (Tip 1), (9.38) je identitet.
Medutim, ako je M paran broj (Tip II), dobija se H(—1)=—-H(-1) iz ¢ega sledi da je H(—-1)=0.
Dakle, tip II FIR filtara sa linearnom fazom mora imati nulu u tacki z =—1. Ako je impulsni odziv
antisimetri¢an vazi obrnuti zakljucak, tj. da tip III filtra (M neparno) mora imati nulu u tacki
z=-1.

Druga interesantna tacka je z =1. Tada se (9.37) svodi na:

H()=xH() (9.39)

U simetricnom slucaju to je identitet, ali u antisimetricnom slucaju (9.39) moze biti
zadovoljeno samo ako je H(1) =0. Dakle, tip 111 i tip IV FIR filtra moraju imati nule u tacki z=1.

Polinom N(z) ¢ije nule zadovoljavaju uslove 1-4 naziva se polinom sa ogledalskom
simetrijom.

9.2 SINTEZA FIR SISTEMA POMOCU PROZORSKIH FUNKCIJA

Posto su, kao S§to se vidi iz prethodnog izlaganja, od interesa uglavnom FIR filtri sa
linearnom fazom, u vecini metoda sinteze se unapred pretpostavlja da je faza linearna i vodi se
raCuna samo o aproksimaciji amplitudske karakteristike. Linearnost faze obezbeduje se
simetricnoS¢u ili antisimetri¢no$¢u impulsnog odziva. Neka je dat Zzeljeni oblik amplitudske
karakteristike H ,(e’”). S obzirom da je amplitudska karakteristika diskretnog sistema kontinualna
periodi¢na funkcija ucestanosti @, H,(e’®) se moZe razviti u Furijeov red:

H (€)= hy[nle”™ (9.40)
gde su Furijeovi koeficijenti, odnosno koeficijenti impulsnog odziva, prema (2.8) dati izrazom:
h,[n]= 1 j H,(e’®)e"dQ (9.41)
2
Smenom e’ =z u (9.40) dobija se funkcija prenosa:
Hp(2)= D hp[nlz™ (9.42)

n=—o

Kao §to se vidi, dobijena funkcija prenosa (9.42) nije ostvarljiva, jer je beskona¢nog reda i
nije kauzalna. Da bi se dobila funkcija prenosa konacnog reda potrebno je ograniciti impulsni
odziv, dat sa (9.41), odsecanjem koeficijenata ¢iji je indeks ve¢i od neke odabrane vrednosti. Ako
impulsni odziv treba da ima M odbiraka, gde je M neparan broj, onda se odsecanje moze ostvariti

na slede¢i naéin:

M-1
_ hpln], |n| < 5
h[n]= Mol (9.43)
0, |n| >

2
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¢ime se dobija funkcija prenosa H(z) koja jo§ uvek nije kauzalna. Da bi se dobila kauzalna
funkcija prenosa, potrebno je pomeriti impulsni odziv za (M —1)/2 odbiraka udesno, §to se u z
domenu svodi na mnozZenje sa z~M hz, Dakle,

M-1
}wﬂzﬁ&_A4—1: m{n— > } n=0,,. M-1 (9.44)
0, n<0, n>M
_ (M=3)/2
H@%zf”“wﬁﬂ@:z*Mmp%ﬂbﬁ%ﬂﬂ+ z:hmﬂﬂM4Wﬂﬂ+zﬂMﬁﬂ%ﬂ}@4$
n=0

Medutim, ako se analizira dobijena frekvencijska karakteristika H(e’”) moze se videti da
ona znatno odstupa od Zeljene frekvencijske karakteristike H,(e’”). Na primer, ako H,(e’®)
predstavlja karakteristiku idealnog NF filtra sa linearnom fazom:

e/ Q<.

9.46
0, Q>0 (0-46)

Hy (ejQ):{
onda su odstupanja, koja imaju oscilatorni karakter, narocito velika u delovima propusnog i
nepropusnog opsega u neposrednoj blizini grani¢ne ucestanosti Q_ . NepoZeljne oscilacije
amplitudske karakteristike, koje su prikazane na slici 9.3, nazivaju se Gibsove oscilacije (Gibbs).

A

IH(elo)]

\4

0 0.27 0.4n 0.6 0.8n T )

Slika 9.3 Amplitudska karakteristika FIR filtra sintetizovanog pravougaonom
prozorskom funkcijom za M = 15.

Ispitivanjem frekvencijske karakteristike H(e’”) moZe se odrediti maksimalna vrednost
premasenja amplitude koja iznosi oko 9% (0.75 dB) i skoro je nezavisna od izabrane vrednosti M,
Sto znaci da se kvalitet aproksimacije vrlo malo poboljSava sa porastom reda aproksimacione
funkcije. Realizovano slabljenje u nepropusnom opsegu je relativno malo, i u najgorem slucaju
iznosi svega 21 dB. Pojava Gibsovih oscilacija je posledica spore konvergencije Furijeovog reda,
koja je izazvana diskontinuitetom pri prelazu sa propusnog na nepropusni opseg. Kako je taj
diskontinuitet uobiCajena pojava kod svih selektivnih filtarskih funkcija, prosto prekidanje
impulsnog odziva nije dobro reSenje.
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Najefikasniji nacin za suzbijanje Gibsovih oscilacija je primena prozorskih funkcija za
skrac¢ivanje Furijeovog reda (9.40). Neka simetricna sekvenca konacne duZine M,
w(n), n=0,1,...,M -1, ¢ija je z-transformacija W(z), predstavlja prozorsku funkciju. Ako se
impulsni odziv dobijen relacijom (9.44) modifikuje koriS¢enjem prozorske funkcije:

M1

h [n] = w[n]hD{n— }, n=01,....M -1

w (9.47)
0, n<0, n>M

onda se funkcija prenosa dobija koris¢enjem relacije o z-transformaciji proizvoda dve sekvence
(6.20) kao:

Ho(2)=—— §Hp (u)W(Eju Ly (9.48)
2y G u
Smenama z =e’? i u=e’* iz (9.48) se dobija:

2n
H, (e/) = 1 j H (e’ YW[e’ ™ 1dv (9.49)
2n
U slucaju prostog prekidanja impulsnog odziva h,[n], kada se pojavljuju Gibsove oscilacije
prozorska funkcija ima oblik:

(] I, n=01,....M-1 9.50)
wpln]= .
K 0, n<0, n>2M

1 naziva se pravougaona prozorska funkcija. Spektar pravougaone prozorske funkcije dat je
izrazom (4.48):

sin(QM /2) I D)2

W@ =" @)

(9.51)

i prikazan je na slici 4.6b.

Sada se objasnjenju pojave Gibsovih oscilacija moze pristupiti i na drugi na¢in. Razlog za
pojavu Gibsovih oscilacija je konvolucija u frekvencijskom domenu (9.49) izmedu zeljene
frekvencijske karakteristike 1 frekvencijske karakteristike pravougaone prozorske funkcije koja
izaziva odstupanja od Zeljene karakteristike. Odstupanja su posledice dve karakteristike spektra
prozorske funkcije. Sirina glavnog luka u spektru prozorske funkcije uti¢e na §irinu prelazne zone,
dok amplituda bo¢nih lukova u spektru prozorske funkcije utice na amplitudu Gibsovih oscilacija.
Dakle, dobra prozorska funkcija trebalo bi da ima $to uZzi glavni luk 1 §to vece potiskivanje bo¢nih
lukova, Sto su kontradiktorni zahtevi.

U odeljku 4.7 razmatrana je primena prozorskih funkcija u spektralnoj analizi signala
konacnog trajanja. Prakti¢no, sve prozorske funkcije koje su opisane u odeljku 4.7 mogu biti
iskoriS¢ene 1 u sintezi FIR filtara. Medutim, postoje neke razlike u nacinu primene prozorskih
funkcija u spektralnoj analizi 1 sintezi FIR filtara, medu kojima su najvaznije:

1. Prozorske funkcije u spektralnoj analizi naj¢es¢e imaju paran broj ¢lanova (obi¢no 27)
dok prozorske funkcije u sintezi FIR filtara imaju neparan broj ¢lanova. Ova razlika je posledica
¢injenice da najefikasniji algoritmi za izraCunavanje DFT zahtevaju da sekvenca ima paran broj
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¢lanova, a u sintezi FIR filtara se izbegava paran broj odbiraka u impulsnom odzivu jer unosi
necelobrojno kasnjenje.

2. Sirina prelazne zone izmedu propusnog i nepropusnog opsega povezana je nelinearnom
relacijom sa Sirinom glavnog luka u spektru prozorske funkcije.

3. Maksimalna greSka amplitudske karakteristike FIR filtra zavisi na nelinearan nacin od
maksimalne amplitude bo¢nih lukova u spektru prozorske funkcije.

Zbog pojava navedenih pod 2 i 3, teSko je unapred proceniti da li ¢e primena izabrane
prozorske funkcije dati zadovoljavajuéi rezultat u sintezi FIR filtra. Da bi se olakSala primena
prozorskih funkcija, neke karakteristike prozorskih funkcija koje su od interesa za proces sinteze
date su u Tabeli 9.2. Na primer, u kolonama 2 i1 3 Tabele 9.2 date su priblizne vrednosti Sirine
prelazne zone i greske u aproksimaciji idealne amplitudske karakteristike u dB.

Iako je primena prozorskih funkcija uz upotrebu Tabele 9.2 u sintezi FIR filtara olakSana,
proces projektovanja koji se sastoji od izbora odgovaraju¢e prozorske funkcije 1 izbora
odgovarajuc¢e vrednosti M nije dovoljno fleksibilan. Naime, navedene prozorske funkcije nemaju
moguénost za finu kontrolu $irine prelazne zone, Sto je jedan od bitnih faktora koji karakterise
proces sinteze. Takvu kontrolu omoguéavaju Kajzerova i Dolf-Cebisevljeva prozorska funkcija
koje su opisana u odeljku 4.7.

Tabela 9.2 Karakteristike nekih prozorskih funkcija u sintezi FIR filtara.

Prozor Sirina prelazne ~ Minimalno slabljenje u P za ekvivalentni ~ Sirina prelazne zone sa
zone nepropusnom opsegu  Kajzerov prozor ekvivalentnim prozorom
Pravougaoni 1.8n/M -21 0 1.81m/(M-1)
Hanov 6.21/(M-1) -44 3.86 5.01m/(M-1)
Hemingov 6.6m/(M-1) -53 4.86 6.27m/(M-1)
Blekmanov 11n/(M-1) -74 7.04 9.19t/(M-1)

9.2.1 SINTEZA FIR SISTEMA POMOCU KAJZEROVE PROZORSKE FUNKCIJE

Kajzerova prozorska funkcija nasla je najvecu primenu u sintezi FIR filtara sa linearnom
fazom, zbog toga §to je definisana jednostavnim izrazom (4.63) u kome se slobodnim parametrom [3
moze ostvariti kompromis izmedu Sirine glavnog luka i amplitude bo¢nih lukova u spektru
prozorske funkcije. Time se indirektno moZe podeSavati Sirina prelazne zone i varijacija amplitude
u propusnom i nepropusnom opsegu. Na primer, ako se upotrebi veca vrednost za 3 dobija se
prozorska funkcija sa postepenijim prekidom §to za posledicu ima manje amplitude bo¢nih lukova i
vecu Sirinu glavnog luka u spektru. Rezultujuéi filtar ima Siru prelaznu zonu, manju varijaciju
amplitude u propusnom opsegu 1 vece slabljenje (manju varijaciju amplitude u nepropusnom
opsegu). Interesantno je primetiti da se ve¢ina poznatih prozorskih funkcija moze aproksimirati
pomocu Kajzerove prozorske funkcije izborom pogodne vrednosti za parametar 3. U Tabeli 9.2 su
navedene vrednosti parametra 3 koje obezbeduju istu gresku amplitude kao neke poznate prozorske
funkcije, kao 1 Sirine prelazne zone filtra koje se takvom aproksimacijom dobijaju.

U projektovanju FIR filtara uobicajeno je da se amplitudska karakteristika zadaje gabaritima
kao na slici 8.1a. Posto je kod Gibsovih oscilacija amplituda greSke u propusnom i nepropusnom
opsegu ista, i poSto prozorske funkcije samo ublazavaju dejstvo Gibsovih oscilacija, dozvoljena
greSka u propusnom i nepropusnom opsegu mora biti ista, tj. 6,=3, =06. Ako se u postupku
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formiranja specifikacija izaberu razliCite vrednosti za 3, 1 8, u sintezi se mora koristiti manja od
dve specificirane vrednosti. Postupak sinteze bi¢e opisan na primeru sinteze NF filtra, dok ce
kasnije biti formulisane izmene koje se u postupku javljaju ako se vrsi sinteza nekog drugog tipa

funkcije prenosa. Postupak sinteze se sastoji iz sledecih faza [K-2]:

1. Na osnovu zadatih specifikacija Q ,,€Q,, o, ia, odreduje se Sirina prelazne zone:

B =Q,-Q,
grani¢na ucestanost idealnog NF filtra:
_ Q,+Q,
¢ 2
1 vrednosti za 8 , 1 8, prema izrazima:
. 10°%5%0 _ 1
p 1 OO.OSa Py
8 — 10—0.050(”

2. Izabere se vrednost greske 6 prema izrazu:

8 =min(8,,8,)

Ako je 6 # 0, izracuna se nova vrednost za o, prema izrazu:

o, =—-20logd

3. Izabere se vrednost parametra [ prema empirijskom izrazu:

0, a, <21dB
B =10.5842(c, —21)** +0.07886(cr, —21), 21dB<a, <50dB
0.1102(ct, —8.7), o, >50dB

4. Odredi se broj ¢lanova impulsnog odziva prozorske funkcije prema izrazu:

0.9222, o, <21dB
D=<o,-795

, a,>21dB
14.36

M2

Bl
5. Formira se wy[n], n=0,1,..., M —1 na osnovu (4.63).
6. Izra¢unaju se koeficijenti razvoja funkcije prenosa idealnog NF filtra:
1, 0<]Q[<Q,

Jy _
Hole )_{0, Q, <|0f<n

u Furijeov red na osnovu izraza (9.41), koji se svodi na:

(9.52)

(9.53)

(9.54)

(9.55)

(9.56)

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)
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U Ty oy o LG o 1 M1
hD[n]z—jHD(e )e dQ:—je dQ=—sinQ.n, |n|< (9.62)
2m - T nm 2

7. Formira se impulsni odziv FIR filtra prema izrazu:

M —

h[n]:hD[n— 1}wK[n], n=0]1,...,M-1 (9.63)

1 funkcija prenosa:

H(z)=z"(M-D2 th[n]z*" (9.64)

n=0

Opisani algoritam za sintezu NF FIR filtarskih funkcija moze se generalizovati i primeniti
na ostale tipove filtarskih funkcija.

U slucaju kada treba projektovati VF filtarsku funkciju, menja se izraz (9.52) u:

B, =Q, -Q, (9.65)
a definicioni izraz za idealnu funkciju prenosa (9.61) u:
Ho () 0, 0<]Q|<Q, ©.66)
e = .
P 1, Q <[Q<n
U slucaju sinteze FIR filtra propusnika opsega ucestanosti, ima se:
B, =min|(Q,, -Q,),(Q,, - Q,,)] (9.67)
0, 0<|Q<Q,
Hy(e) =11, Q,<|Q<Q, (9.68)
0, Q,<Q<n
gde su grani¢ne ucestanosti idealnog filtra:
B B
Q. =0 -——+, Q,=0Q ,+—+ (9.69)
) Pe2
U slucaju sinteze FIR filtra nepropusnika opsega ucestanosti, ima se:
B, =min|_(Qa1 _Qpl)’(QpZ _QaZ)J (9.70)
B B
Q,=Q ++, Q,=Q ,——+ (9.71)
) )
L, 0<]9Q<Q,
Hpy(e’?)=40, Q,<|Q<Q, (9.72)
L, Q,<Q<n

Kao ilustraciju sinteze FIR filtra primenom Kajzerove prozorske funkcije posmatrajmo
sintezu NF filtra, koji treba da zadovolji sledece specifikacije:

- grani¢na uCestanost propusnog opsega ® , = 0.3x (f, =0.15),
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- grani¢na ucestanost nepropusnog opsega ®, = 0.5 (f, = 0.25),

- maksimalno odstupanje amplitude u propusnom opsegu 6, = 0.01 (o, =0.174 dB),

- maksimalno odstupanje amplitude u nepropusnom opsegu 6, = 0.01 (a, =40 dB).

Iz izraza (9.58) dobija se da je optimalna vrednost parametra, 3 = 3.395. Procena reda na
osnovu (9.60) daje M =23. Medutim, ispitivanjem rezultata sinteze moze se utvrditi da za ovu
vrednost M maksimum amplitude u nepropusnom opsegu prevazilazi vrednost dozvoljenu
specifikacijama. Eksperimentalno se moze ustanoviti da su postavljene specifikacije zadovoljene sa
M =25. Amplitudska karakteristika sintetizovanog filtra je prikazana na slici 9.4.

Sa slike 9.4, kao i iz numeric¢kih podataka, moze se ustanoviti da su ekstremne vrednosti
varijacije amplitude u propusnom opsegu &, =0.0079 i u nepropusnom opsegu &, =0.0094.
Medutim, granice propusnog i nepropusnog opsega nisu tacno realizovane. NarocCito je velika
greSka granice nepropusnog opsega, jer se na ucestanosti o, = 0.5t dobija slabljenje od svega
22 dB, $to je suviSe mala vrednost. Manja §irina prelazne zone, tj. niZza vrednost realizovane granice
nepropusnog opsega moze se dobiti samo znacajnijim povecanjem reda funkcije prenosa FIR filtra.

A
IH(e!)| (dB)

-20

40 |

-80 | | | I |
0 0.2n 0.4% 0.6xn 0.87 T ®

Slika 9.4 Amplitudska karakteristika NF FIR filtra sintetizovanog pomo¢u Kajzerove prozorske
funkcije za M =25.

9.2.2 ZAKLJUCNA RAZMATRANJA O PRIMENI PROZORSKIH FUNKCIJA

Najvaznija karakteristika metoda sinteze FIR filtarskih funkcija koriS¢enjem prozorskih
funkcija za ograni¢avanje impulsnog odziva je jednostavnost i postojanje eksplicitnih izraza za
odbirke skoro svih prozorskih funkcija (izuzimajuéi Dolf-Cebievljevu prozorsku funkciju).
Medutim, u primeni opisanog metoda moZe do¢i i do ozbiljnih problema. Na primer, ako idealna
frekvencijska karakteristika koju treba aproksimirati nije data jednostavnim izrazima, kao Sto su
(9.61), (9.66), (9.68) 1 (9.72), moze se desiti da ne postoji eksplicitno resenje za vrednost odredenog
integrala (9.41). U takvom slu¢aju mora se pristupiti numerickom izra¢unavanju integrala (9.41) za
Sta se moze iskoristiti Diskretna Furijeova transformacija.
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Drugi problem koji se pojavljuje kod primene prozorskih funkcija je relativno mala
fleksibilnost pri projektovanju. Iako se na pocetku postupka projektovanja zadaju specifikacije za
grani¢ne ucestanosti (2 1€2, nema nikakve garancije da Ce te granice zaista biti 1 realizovane u
postupku sinteze. Naime, zbog konvolucione veze spektara idealne karakteristike i prozorske
funkcije, prozorska funkcija u sustini ublazava diskontinualni prelaz iz propusnog u nepropusni
opseg kod idealnog filtra. Tako se grani¢na ucestanost idealnog filtra, €, na komplikovan nacin
preslikava u dve granine ucestanosti, Q2 1€, . U mnogim primenama ovaj efekat se moze
kompenzovati, ali ponekad moze predstavljati ozbiljan problem.

Jedan od glavnih nedostataka metoda sinteze pomocu prozorskih funkcija je sto rezultujucée
funkcije prenosa nisu optimalne ni po kakvom poznatom kriterijumu. To znaci, a taj zakljucak je
potvrden 1 u praksi, da se uvek moze sintetizovati filtar sa boljim performansama. Ovaj zakljuak
vazi ¢ak 1 u sluCaju da se koriste optimalne prozorske funkcije, kao Sto su Kajzerova ili Dolf-
Cebisevljeva, jer je dejstvo prozorske funkcije na rezultujuée re$enje posredno, preko konvolucione
relacije. Zbog toga se Cesto, a narocito ako je na raspolaganju racunar, koriste alternativne metode
za projektovanje FIR filtarskih funkcija.

9.3 SINTEZA FIR SISTEMA METODOM ODABIRANJA U
FREKVENCIJSKOM DOMENU

Iz prethodnih razmatranja se vidi da metod prozorskih funkcija nije pogodan za primenu u
slu¢ajevima kada su specifikacije za frekvencijsku karakteristiku FIR sistema takve da integral
(9.41) nije lako izraCunati. U takvim slu¢ajevima pogodan metod sinteze predstavlja metod
odabiranja u frekvencijskom domenu, koji, osim toga, Cesto omogucava 1 vrlo efikasnu realizaciju
FIR sistema.

Neka je zeljeni frekvencijski odziv specificiran za odredeni broj diskretnih ucestanosti ®,.
Mada, u principu, ucestanosti na kojima se specificira frekvencijski odziv mogu biti proizvoljno
rasporedene, najcesce se koristi ekvidistantni raspored.

Qk=]2\4—“(k+a), a=0ilil/2, k=0,,..,M-1 (9.73)

Kako je po definiciji Furijeove transformacije:

M-1
H(e’)=) hlnle (9.74)
n=0
iz (9.73) 1 (9.74) sledi:
i LS 2 (k+o)n/ M 2n
H (e’ ™)=Y hln]e~/* ¢ =H[ﬁ(k + a)} =Hlk+a], k=0,1,....M -1 (9.75)
n=0

Inverzijom izraza (9.75), dobija se trazeni impulsni odziv A[n] u funkciji specificiranih
odbiraka frekvencijskog odziva H[k + o] kao:

M-1
h[n] = i > Hlk +ae/2 k™M - =01,..., M -1 (9.76)
k=0
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Medutim, ako se iskoristi simetrija ili antisimetrija impulsnog odziva, izraCunavanje se
moze uprostiti. Posmatrajmo prvo slucaj sinteze FIR filtra sa simetri¢nim impulsnim odzivom. U
tom slucaju je pogodno frekvencijski odziv specificirati na skupu ucestanosti €, , gde je:

Qk:%(k-i-oc), a=0ilil/2, k£=01,...,U (9.77)
gde je:
M—_l, M neparno
U=1{ 2 (9.78)
M
——1, M parno
2
Kako prema jednacini (9.26) za FIR filtre sa simetricnim impulsnim odzivom vazi:
H(ejQ" ) _ Hr(Zn(ij‘ a) je_/n(kﬂx)(Ml)/M — G[k + a]ea/mxejn(kﬂx)/M (979)
gde je:
2
Gk +a]= (—1)kH,(M) (9.80)
M
Posto je impulsni odziv A[n] realan, u frekvencijskom domenu vazi uslov simetrije:
Hlk+o]=H'[M-k-a] (9.81)
koji se zbog realnosti funkcije H, (o) svodi na:
Glk+a]=FG[M -k —a] (9.82)

gde znak — odgovara slu¢aju o =0, dok znak + odgovara slu¢aju o =1/2. Ako je M paran broj i
a =0, 1z (9.82) se dobija:
G[M/2]1=H.(n)=0 (9.83)

Polaze¢i od (9.76) i koristeci relacije (9.79), (9.80) i (9.82) za traZeni impulsni odziv FIR
sistema se dobija u slucaju a = 0:

1 Y 2k 1
hn]l=—<G[0]+2) Gl[k]lcos——(n+— 9.84
[n] M{ [0] ; [£] iv; (n 2)} (9.84)
dok se u slu¢aju o = 1/2 dobija:
2 Y 1. . 2n 1 1
hnl=—>» G[k+—=]sin—(k+—)(n+— 9.85
[n] Mkz:‘a [ 2] M( 2)(n 2) (9.85)

U slucaju sinteze FIR filtra sa antisimetricnim impulsnim odzivom, frekvencijski odziv se
specificira na skupu ucestanosti €, , koji je takode dat sa (9.77), ali je G[0] identicki jednako nuli.
Vrednost gornje granice indeksa u sumi zavisi ne samo od parnosti broja odbiraka M ve¢ i od
vrednosti a.

H(eij )=H, (W} ejn/Ze—jn(k+oc)(M—1)/M = Glk + OL]e—./'7’~'(1/2—0l)e./'Tf(k+0t)/M (9.86)
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gde je G[k +a] dato izrazom (9.80). Uslov simetrije frekvencijskog odziva (9.81) i dalje vazi jer je
impulsni odziv A[n] realan, dok se uslov simetrije za G[k + o] svodi na:

Glk+a]=+G[M -k - o] (9.87)

gde znak + odgovara slu¢aju o = 0, dok znak — odgovara slu¢aju o =1/2. Ako je M neparan broj i
a=1/2, 1z (9.87) se dobija:

G[M/2]=-G[M/2]=H.(n)=0 (9.88)

Izrazi za h[n] se lako dobijaju zamenom (9.86) u (9.76) odakle sledi za oo = 0:

(M-1)/2
_2 Z Glk] sin% (n+ %), M neparno
hn]= = (/-1 (9.89)

1 2tk 1
— | (-D™'G[M/21-2 Glklsin—(n+—)|, M
M (-Gl M/2] kZ:; [k]sin m (n 2) parno

odnosno, za a.=1/2:

2 < 1, 2mn . 1 1
hnl=—)> Glk+—=]cos—(k+—=)(n+— 9.90
[n] MZ‘)[ 2] M( 2)( 2) (9.90)
gde je:
M—_3, M neparno
y={ 2 (9.91)
M
7—1, M parno

Postupak projektovanja se sada svodi na zadavanje vrednosti frekvencijskog odziva
H [k + o] na skupu ucestanosti ®,. U propusnom opsegu je H,[k+oa]=1, dok je u nepropusnom
opsegu H,.[k+a]=0. Zatim se odredi G[k+a] prema (9.80), i na kraju impulsni odziv A[n]
koriséenjem jednog od izraza (9.84), (9.85), (9.89) 1 (9.90). Za izbor vrednosti M i o nema nikakvih
preporuka, treba probati i videti rezultat.

Nazalost, rezultati dobijeni opisanim postupkom su slicnog kvaliteta kao rezultati dobijeni
koris¢enjem pravougaone prozorske funkcije. Slabljenje u nepropusnom opsegu je nedopustivo
malo, Cesto ispod 20 dB. Razlog za ovako malo slabljenje je u suvise maloj Sirini prelazne zone
AQ=2n/M . Da bi se situacija popravila, moze se prosiriti prelazna zona dodelom vrednosti
0< H [k+a]<1 jednom odbirku u prelaznoj zoni. Na primer, ako se uzme da odbirak u prelaznoj
zoni ima vrednost 0.5, slabljenje u nepropusnom opsegu se popravlja i iznosi oko 30 dB.
Podesavanjem vrednosti odbirka frekvencijskog odziva u prelaznoj zoni dobija se jo§ bolje
slabljenje u nepropusnom opsegu od 44 do 54 dB. Ako se uzme viSe odbiraka u prelaznoj zoni,
dobijaju se jo§ bolji rezultati, ali nalazenje optimalnih vrednosti takvih odbiraka postaje ozbiljan
problem, koji zahteva primenu nekog programa za optimizaciju ili linearnog programiranja. Sa dva
odbirka u prelaznoj zoni dobija se slabljenje u nepropusnom opsegu od 65 do 75 dB, a sa tri, od 85
do 95 dB. U praksi se koriste najvise Cetiri odbirka u prelaznoj zoni. Da bi se olakSala primena
metoda frekvencijskog odabiranja, u literaturi su publikovane tabele koje olakSavaju izbor
slobodnih parametara u funkciji broja odbiraka M, zahtevanog slabljenja u nepropusnom opsegu i
Sirine prelazne zone.
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Najvaznija prednost metoda frekvencijskog odabiranja nad drugim alternativnim metodama
sinteze lezi u jednostavmnosti realizacije. Naime, prema analizi u odeljku 7.2.3, metod
frekvencijskog odabiranja vodi do realizacije koja je, za slucaj o =0, opisana jednacinom (7.11) 1
prikazana na slici 7.5. U slucajevima kada je propusni opseg uzak, veliki broj odbiraka u
frekvencijskom domenu bi¢e jednak nuli, §to znaci da ¢e odgovarajuce rezonatorske grane na slici
7.5 nedostajati. Tada metod frekvencijskog odabiranja vodi do realizacije sa minimalnim brojem
mnozaca, daleko manjim nego u bilo kojoj drugoj strukturi.

9.4 OPTIMIZACIONI METODI SINTEZE FIR SISTEMA

Prethodne dve metode sinteze FIR filtarskih funkcija sa linearnom fazom imaju znacajne
nedostatke. Najve¢i problem kod obe metode je Sto se graniCne ucestanosti propusnog i
nepropusnog opsega 1€, ne mogu precizno realizovati. Drugi nedostatak je Sto se odstupanja
amplitudske karakteristike od idealne karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu ne mogu
nezavisno specificirati.

Ako se detaljnije analizira ponasanje amplitudske karakteristike, lako se moze uociti da su
kod oba prethodno opisana metoda sinteze odstupanja amplitudske karakteristike (greSka
aproksimacije) najveca u blizini grani¢nih ucestanosti. Iz teorije analognih, kao 1 diskretnih IIR
filtara, poznato je da se znatno bolji rezultati u pogledu aproksimacije amplitudske karakteristike
mogu dobiti ako se greska aproksimacije ravnomerno rasporedi unutar propusnog i nepropusnog
opsega, §to je pokazano na primerima Cebievljeve i eliptitke aproksimacije u prethodnoj glavi.
Sli¢na ideja se moze primeniti 1 u sintezi FIR filtarskih funkcija, odnosno, problem aproksimacije
amplitudske karakteristike FIR filtra se moZe posmatrati kao problem aproksimacije u
Cebisevljevom smislu.

9.4.1 FORMULISANJE APROKSIMACIONOG PROBLEMA

Posmatrajmo najjednostavniji slucaj sinteze niskofrekventnog FIR filtra. Gabariti koje
amplitudska karakteristika treba da zadovolji u tom sluc¢aju se uobicajeno zadaju prema slici 8.1a,
odnosno, za realnu funkciju H, (), definisanu izrazom (9.26), vaze ogranicenja:

1-8, <H,(Q)<1+5,, |Q]<Q, (9.92)

~5, <H.(Q)<3,,

Q>Q, (9.93)

Kao §to je pokazano u odeljku 9.1.2, realna funkcija H, (€2) se moZe opisati izrazima (9.27)
i (9.28) i Tabelom 9.1 za sva Cetiri tipa FIR funkcija sa linearnom fazom. Sada se Cebisevljev
aproksimacioni problem mozZe formulisati na slede¢i nacin. Neka H ,(€2) predstavlja idealnu
realnu funkciju koju H,(QQ) treba da aproksimira. Neka je, takode,

1, 0<|Q<Q,
Wiy = Z—”:K, Q, <[Q]<n

(9.94)

a

tezinska funkcija koja pokazuje relativan uticaj greSke u pojedinom opsegu. Onda se greska
aproksimacije sa teZinom moze definisati kao:
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E(Q)=W(Q)[H, (Q)-H, (Q)]=W(Q)I[H, (Q)-0(Q)PQ)] (9.95)
odnosno,
E@)=W(©)0©) Bﬂ’(—g) - P(Q)} @[, ©@-P©)] 9.96)

Cebisevljev aproksimacioni problem se sastoji u odredivanju koeficijenata polinoma P(Q)
koji minimizuju maksimalnu apsolutnu vrednost E() u opsezima ucestanosti od interesa. Dakle,
treba naci skup koeficijenata o, , koji zadovoljavaju jednacinu:

min [maX|E(Q)|}= min {max

oy, ke€[0,L]L QeS oy, ke[0,L] | QeS

W(Q) {ﬁd, Q) - i o, cos Qk}
k=0

} (9.97)

gde § predstavlja skup (disjunktnu uniju) opsega ucestanosti od interesa. U slucaju filtarskih
funkcija, S predstavlja skup ucestanosti koje pripadaju propusnom i nepropusnom opsegu.

Do resenja CebiSevljevog aproksimacionog problema je moguée doéi ako se primeni tzv.
teorema alternacije koja glasi:

Neka S oznacava zatvoreni skup koji se sastoji od disjunktne unije zatvorenih podskupova
ose ucestanosti Q u intervalu [0,1). Potreban i dovoljan uslov da polinom:

L
P(Q) =) o, cosQk (9.98)
k=0

predstavlja jedinstvenu, najbolju Cebisevljevu aproksimaciju funkcije H + () na skupu S je da
funkcija greske E(Q) ima bar L+2 ekstremuma na skupu ucestanosti S. To znaci da mora
postojati bar L+?2 ucestanosti Q,,i=1,...,L+2, gde je E(Q,)=-E(Q,,,) i

EQ)| = ngSSX|E(Q), i=1,...,.L+2 (9.99)

Da bi se primenila teorema alternacije u postupku sinteze FIR filtarske funkcije moraju se
prvo ispitati neke njene posledice. Pre svega, smenom x=cosQ, iz definicione relacije za
Cebisevljev polinom (8.16) se dobija:

T, (cos€2) =cos NQ (9.100)

tako da se trigonometrijski polinom P(2) definisan izrazom (9.98) moze napisati u obliku:
L L L
P(Q) = a, cosQk =Y o, T, (cosQ) =D B, (cosQ)* (9.101)
k=0 k=0 k=0

koji je pogodniji za dalju manipulaciju. Vrednosti koeficijenata 3, se mogu odrediti na osnovu
poznavanja koeficijenata Cebisevljevih polinoma i koeficijenata o, , odnosno h[n], ali, kao §to ée
biti pokazano, to nije potrebno.

Ako su W(Q) 1 H,(Q2) funkcije saCinjene od konstantnih segmenata, onda se iz (9.95) za
odredivanje polozaja ekstremalnih tacaka dobija jednacina:

dE(Q)  dH,(Q)
aQ  do

0 (9.102)
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U slucaju FIR filtra tipa I H, (Q) je trigonometrijski polinom L-tog reda po cosw, pa
njegov izvod ima najviSe L —1 nula. To znaci da u otvorenom intervalu 0 < Q <t funkcija H,(Q)
ima najviSe L —1 lokalni ekstremum, koji su ujedno 1 ekstremumi funkcije greske E(€2). Kako je,
pored toga, izvod:

L
P —sinQ[z B k(cos Q)’H} (9.103)
4
jednak nuli za Q=0 1 Q=m, broj ekstremalnih tacaka u kojima je prvi izvod funkcije greske
jednak nuli raste na L+1. Osim toga funkcija greSke mora imati ekstremne vrednosti i na
uCestanostima Q 1 €, inace uslov alternacije ekstremuma ne bi bio zadovoljen. Dakle,
maksimalan broj ekstremalnih tacaka funkcije greske je L+ 3 u slucaju NF i VF filtarskih funkcija.
U slucaju PO i NO filtarskih funkcija maksimalan broj ekstremalnih tacaka funkcije greske je L +5,
jer takve funkcije imaju po dve grani¢ne ucestanosti propusnog i nepropusnog opsega. Dakle, na
osnovu teoreme alternacije i prethodnog zakljucka, broj ekstremalnih tacaka je L+2 ili L+3 kod
NF 1 VF funkcija prenosa i L+2 do L+5 kod PO i NO funkcija prenosa. Filtar ¢ija funkcija
prenosa ima maksimalni broj ekstremuma naziva se filtar sa maksimalnim brojem oscilacija (engl.
maximal ripple filter), dok se filtar ¢ija funkcija prenosa ima viSe od L +2 ekstremuma naziva se
filtar sa ekstra oscilacijama (engl. extra ripple filter).

Druga ¢injenica, koja se moze ustanoviti posmatranjem funkcije greske u slucaju optimalne
aproksimacije, je da su apsolutne vrednosti svih ekstremuma jednake, osim u tackama Q =0 ili
Q=mn. Dokaz ove osobine je vrlo jednostavan. Ako je vrednost funkcije greske u nekoj
ekstremalnoj tacki manja od ostalih, onda se pri numeraciji ekstremuma mora izostaviti ne samo ta
tacka, ve¢ i jedna susedna ekstremalna tacka, jer inace ne bi bio zadovoljen uslov alternacije. Zbog
toga se ova klasa filtarskih funkcija naziva optimalna aproksimacija ili aproksimacija sa jednakim
odstupanjima (engl. equiripple).

Sli¢ni rezultati se dobijaju i za ostala tri tipa FIR filtarskih funkcija sa linearnom fazom.
Detaljan prikaz osobina sva Cetiri tipa FIR funkcija dat je u literaturi [R-4, R-8].

9.4.2 RESAVANJE APROKSIMACIONOG PROBLEMA

Teorema alternacije daje potrebne i dovoljne uslove za postojanje optimalne aproksimacije,
ali ne daje odgovor na pitanje kako naci takvu aproksimaciju. U literaturi je, stoga, predloZeno vise
nacina za nalazenje optimalne aproksimacije. Na primer, u radovima [H-8, H-9, H-10] su opisani
aproksimacioni postupci bazirani na reSavanju sistema nelinearnih jednacina u kojima su fiksne
vrednosti parametara L, 6, 1 8, dok se granice propusnog i nepropusnog opsega € 1 (2, ne mogu
kontrolisati. Drugi metod [M-12, P-12, R-8], koji danas zbog racunske efikasnosti uziva veliku
popularnost, koristi poznati Remezov algoritam [R-24] za izjednacavanje ekstremuma i precizno
kontroliSe parametre L, QO , Q, 19, / d,,dok je 8, (ili 8,) promenljivi parametar. Ovaj metod je
naj¢eS¢e poznat kao Parks-MekKlelanov algoritam (Parks-McClellan) prema autorima prvog
publikovanog racunarskog programa [M-13, M-14, P-13, R-4] za primenu Remezovog algoritma u
projektovanju FIR filtara.

Na ucestanostima ekstremuma funkcije greske optimalnog resenja, Q , vazi:

n?’

E@Q,)=W@Q)|A,(©,)-P@,)|=(1)"5, n=0,1,...,L+1] (9.104)
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gde 6 predstavlja maksimalnu vrednost funkcije greske E(QQ). Ako se tezinska funkcija, W (Q),
izabere prema (9.94), onda je 6 =9,. Sistem jednacina (9.104) je sistem linearnih jednacina i moze
se napisati u preuredenom obliku:

(=D"5

P(Q,)+~ =H,(Q,), n=0,],..,L+1 (9.105)
Q,)
ili, koris¢enjem (9.101):
L (_1))16 R
D oy cosQk +— =H,(Q,), n=01...,L+1 (9.106)
k=0 n

Nepoznate veli¢ine koje treba odrediti iz (9.106) su koeficijenti polinoma P(Q2), a;,18. U
matricnom obliku, sistem jednacina (9.106) izgleda ovako:

I cosQ), cos2Q), -+ cosLQ, < 1 R A .
W) |[ o, H,, (€)

1 cosQ; cos2Q) -+ cosLQ, A_l 0%1 Ha .(Ql)
W) || :|= : (9.107)

: O ]:Idr (QL)

Lt S A

1 cosQ);,, co0s2Q, , -+ cosLQ, EL LT [ H g (Q)

L W(QL+1)_

U prethodnom razmatranju pretpostavljeno je da su vrednosti ekstremalnih ucestanosti Q,
poznate. Medutim, te vrednosti su takode nepoznate, tako da u sistemu (9.107) ima ukupno
2(L +2) nepoznatih veli€ina, i to: L+ 2 nepoznatih ucestanosti Q2 , L +1 nepoznatih koeficijenata
o,, 1 vrednost maksimalne greske 8. Remezov algoritam zamene iterativno reSava problem
odredivanja 2(L+2) nepoznatith parametara. U osnovnoj verziji algoritma se polazi od
pretpostavljenog skupa ekstremalnih ucestanosti, reSavanjem sistema (9.107) odreduju se
koeficijenti polinoma P(€2) i J, a zatim se izrauna funkcija greske i tacan polozaj novih L +2
ekstremalnih ucestanosti. Postupak se ponavlja dok se ne dobije optimalni skup ekstremalnih
ucestanosti.

Malim izmenama osnovne verzije algoritma, njegova efikasnost se moze dosta poboljSati.
Na primer, iz sistema jednacina (9.107) nepoznata 6 se moze eksplicitno izracunati kao:

L+1

5= gol:ldr(Qo)"‘ngdr(QJ+"'+gL+1[:Idr(QL+1) _ ;ngdr(Qk) (9.108)
& &, DTy, S (-D'e,
W(Qo) W(Q1) W(QL+1) k=0 W(Qk)
gde je:
L+1 1
g =11 (9.109)

no C0sQ, —cosQ

n#k

odnosno, posle smene cosQ; =x;:
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L+1 1
= 9.110
8 :nl:(l): Xk — Xn ( )
n#k
Kako je prema (9.101):
L L
P(Q) =) By (cos) =D B,x" = P(x) (9.111)
k=0 k=0
a vrednost polinoma P(x) utatkama x, =cosQ,, i=0,1,...,L+1 prema (9.105) iznosi:
P(Ql-)=1:1dr(9i)—(fl) 8, i=0,,..,L+1 (9.112)

i

moze se primeniti neka od interpolacionih formula za odredivanje polinoma P(x). Ako se primeni
Lagranzova interpolaciona formula za P(x) se dobija:

L
> Plo,)
k=0 X=X
P(x)= A , x=cosQ (9.113)
k
;X—xk
gde je:
L 1 g
b=1] = k (9.114)

n=0 X =X,  Xp —X;y

Dakle, modifikovani algoritam se sada sastoji iz slede¢ih koraka:

1. Pretpostavi se pocetni skup ekstremalnih ucestanosti 2, ,n=0,1,...,L+1,

2. Na osnovu poznatog polozaja ekstremalnih ucestanosti odredi se vrednost 6 na osnovu
(9.108), a zatim na osnovu (9.113) koeficijenti polinoma P(x), odnosno P(cosQ).

3. Na osnovu poznatih koeficijenata polinoma P(x), izratuna se vrednost funkcije greske
(9.96) za veci broj diskretnih ucestanosti. Uobicajeno je da se greska izracunava u 8( M +2) tacaka,
gde je M duzina impulsnog odziva. Ako je E(€2,) =06 na nekim uestanostima, onda se izabere novi
skup od L+2 ekstremalnih ucestanosti koje predstavljaju polozaje ekstremuma funkcije greske
E(Q) koji moraju biti u alterniraju¢em rasporedu. Zatim se ponavlja faza 2.

4. Postupak se zavrSava kada postane |E(Qi)| <3 na svim ucestanostima, odnosno kada
prestane da se menja u iterativnom postupku. TraZeni impulsni odziv se moZe odrediti tako $to se

H(z_“kj _ Q(@j P(ﬂ} k=0l1...U 9.115)
M M)\ M

prvo izracuna:

gde je U dato sa (9.78), a zatim se odredi A[n] inverznom DFT ili direktno na osnovu jedne od
jednacina (9.84) ili (9.89).

Interesantno je da je opisani algoritam sigurno i vrlo brzo konvergira ka optimalnom reSenju
koje je okarakterisano jednakim vrednostima ekstremuma funkcije greske. Postupak je primenljiv i
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za vrlo velike duzine impulsnog odziva M, ¢ak i za M >100. Cak i u takvim situacijama broj
iteracija retko prelazi 10.

Dobijeni rezultat je optimalan u smislu da ima najmanju aproksimacionu gresku d za traZzenu
Sirinu prelazne zone Q,—€Q . Ako se teZinska funkcija W () izabere prema (9.94), onda je
d,=9,0,=K3. Ako je potrebno realizovati funkciju sa propisanim vrednostima za 6,139, onda
se obi¢no fiksiraju vrednosti za M i grani¢nu ucestanost propusnog opsega €2, a vrednost grani¢ne
ucestanosti nepropusnog opsega, 2, se varira dok se sintezom ne dobije funkcija koja ima traZzene
vrednosti za d ,19,.

Detaljnija ispitivanja sprovedena u [R-4], pokazuju da se funkcije sa parnim i neparnim
vrednostima M ne ponaSaju na ocekivani na¢in. Naime, sintezom velikog broja funkcija prenosa,
utvrdeno je da filtarska funkcija sintetizovana za neku vrednost M moze, za neke vrednosti Q o
imati uzu prelaznu zonu od funkcije sintetizovane za duZinu impulsnog odziva M +1. Medutim, za
neke druge vrednosti Q| funkcija sintetizovana za istu vrednost A moze imati Siru prelaznu zonu
od funkcije sintetizovane za duzinu impulsnog odziva M —1. Ova, neocekivana ¢injenica, poti¢e od
razlicitih osobina filtara tipa L, I, IIl ili IV 1 uslova alternacije ekstremuma.

9.4.3 PRAKTICNA PRIMENA OPTIMIZACIONOG POSTUPKA

U praksi se opisani optimizacioni algoritam vrlo Cesto primenjuje, zbog toga Sto su na
raspolaganju programske verzije u FORTRAN-u publikovane u [D-10, M-13, P-13, R-4], kao i
zbog toga Sto je algoritam obavezni deo slozenih programskih sistema za digitalnu obradu signala.
U Prilogu 2 je prikazana modifikovana FORTRAN verzija algoritma iz [D-10]. Modifikacije se
sastoje u prilagodenju kdda aktuelnom standardu FORTRAN77, korekciji uocenih greSaka, kao i u
dodavanju programskog modula za odredivanje potrebne vrednosti M na osnovu zadatih
specifikacija.

Algoritam se najcesc¢e primenjuje za sintezu FIR filtarskih funkcija NF i VF tipa, propusnika
opsega ucestanosti sa jednim ili viSe propusnih opsega, projektovanje diferencijatora i Hilbertovih
transformatora. U daljem izlaganju bice objaSnjene neke specifi€nosti primene algoritma u
navedenim oblastima koje ¢e biti ilustrovane reSenim primerima.

9.4.3.1 Sinteza filtarskih funkcija

U primeni algoritma za sintezu selektivnih filtarskih funkcija potrebno je na osnovu zadatih
specifikacija Q , Q,, 8,19, odrediti potreban broj ¢lanova impulsnog odziva M. U tu svrhu bi se
mogao koristiti izraz (9.59), ali se njime dobija suviSe pesimisticki rezultat, tj. ve¢a vrednost M
nego Sto je neophodno. Na osnovu velikog broja reSenih primera sinteze, u literaturi [R-8]
predlozena je formula za odredivanje duzine impulsnog odziva NF filtarske funkcije:

N —10log(s,5,)—13

M> +1 (9.116)
2.324B,

koja predstavlja generalizaciju izraza (9.59) na slucajeve kada je 6, #9,. Jo§ bolju procenu
vrednosti M, sa greSkom manjom od 1.3%, daje neSto komplikovanija formula [H-9]:

MZ 2nDoo(8p98a) _f(Spvsa)Bt +1
B, 2n

(9.117)
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gde je:
D,(3,,.3,)=[0.005309(log3 ) +0.071141og3 , - 0.4761]log3, o118
—[0. 00266(logd ,)* +0.594110g8 , + 0.4278] '
£(3,,8,)=11.01217+0.51244(log3 , - log3,) (9.119)

dok je B, dato izrazom (9.52).
U slucaju propusnika opsega, procena vrednosti M moze se takode izvrSiti koriS¢enjem
izraza (9.117), ali se vrednosti funkcija D, (3,,8,) 1 f(3,,0,) odreduju iz izraza [M-22]:
D, (3,.8,)=[0.01201(logs ) +0.09664 log5 , — 0.51325|log3,

(9.120)
+]0.00203(log ) ~0.57054 log5 , — 0.44314]

£(3,,8,)=-16.9-14.6(logs , ~log3,) (9.121)

dok se vrednost B, dobija koriS¢enjem relacije (9.67). Relativna greska procene reda FIR filtra
propusnika opsega je u vecini slu¢ajeva manja od 4%.

Red FIR filtra propusnika visokih ucestanosti procenjuje se istim skupom relacija kao u
slu¢aju propusnika niskih ucestanosti (9.117), (9.118) 1 (9.119). Jedina razlika je $to se vrednost B,
odreduje iz izraza (9.65). U slucaju nepropusnika opsega ucestanosti, red funkcije prenosa se
procenjuje istim skupom relacija kao u slucaju propusnika opsega ucestanosti (9.117), (9.120) i
(9.121), ali se za B, koristi vrednost odredena iz izraza (9.70).

Najtezi je za procenu reda slucaj propusnika opsega sa viSe propusnih opsega. Tada se moze
koristiti skup izraza (9.117), (9.118) 1 (9.119) ili (9.117), (9.120) 1 (9.121), pri ¢emu se za B, uzima
Sirina najuze prelazne zone. PoSto greska pri odredivanju reda moze biti velika, dobijeni rezultat
sluzi samo kao orijentacija za eksperimentalno odredivanje tacnog reda funkcije prenosa.

Kao prvi primer sinteze, posmatrajmo sintezu optimalnog FIR NF filtra, koji treba da
zadovolji sledece specifikacije:

- grani¢na uCestanost propusnog opsega Q , =0.3n (£, =0.15),

- grani¢na ucestanost nepropusnog opsega 2, =0.5n (F, =0.25),

- maksimalno odstupanje amplitude u propusnom opsegu &, = 0.01 (., = 0.174 dB),

- maksimalno odstupanje amplitude u nepropusnom opsegu 6, = 0.01 (o, =40 dB).

Kao $to se vidi, specifikacije su iste kao u primeru projektovanja FIR filtarskih funkcija
pomocu Kajzerove prozorske funkcije. Procena reda na osnovu (9.117) daje M =22. Postupak
sinteze pokazuje da je to minimalna vrednost M koja obezbeduje zadovoljenje specifikacija.
Realizovane vrednosti za varijacije amplitude su 6, =0.0093 1 &, =0.0092. Obe vrednosti za
varijacije amplitude slicne su sa rezultatima dobijenim primenom Kajzerove prozorske funkcije,
iako je red manji za 3. Amplitudska karakteristika sintetizovanog filtra je prikazana na slici 9.5.
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A
IHel®)| (dB)
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Slika 9.5 Amplitudska karakteristika optimalnog NF FIR filtra za M =22.

Jedna od vaznih prednosti optimizacionog algoritma nad algoritmom sinteze koji koristi
prozorske funkcije lezi u tome Sto je moguce sintetizovati funkciju prenosa filtra propusnika opsega
ucestanosti sa razli¢itim iznosima slabljenja u nepropusnim opsezima. Kao primer bi¢e pokazana
sinteza funkcije prenosa koja treba da zadovolji sledece specifikacije:

- propusni opseg: 0.4n <Q <0.67,

- nepropusni opsezi 0<Q <0311 0.7t <Q <7,

- maksimalno odstupanje amplitude u propusnom opsegu 8, = 0.0316 (a., =0.55 dB),

- maksimalna odstupanja amplitude u nepropusnim opsezima 6,, =0.00316 (a,, =50dB) 1
d,, =0.000316 (o, =70 dB).

Procena reda, na osnovu (9.117), (9.120) 1 (9.121), daje M =55, §to je ujedno 1 minimalna
vrednost M koja obezbeduje zadovoljenje specifikacija. Realizovane vrednosti za varijacije
amplitude su bolje od trazenih: o,=0.41dB, a, =525dB i a, =722 dB. Amplitudska
karakteristika sintetizovanog filtra propusnika opsega ucestanosti je prikazana na slici 9.6.

A

IHel*)| (dB)

0 0.2n 0.4rn 0.6xn 0.8n e 0]
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Slika 9.6 Amplitudska karakteristika optimalnog FIR filtra propusnika opsega za M = 55.

Kao tre¢i primer posmatracemo sintezu filtarske funkcije sa dva propusna opsega i tri
nepropusna opsega koju je prakticno nemoguce sintetizovati drugim metodama. Neka su zadate
sledece specifikacije:

- propusni opsezi: 0.2r<Q <0311 0.6n<Q<0.727,

- nepropusni opsezi 0<Q<0.1n, 0.361<Q <057 10.82r<Q <,

- maksimalno odstupanje amplitude u propusnim opsezima &, = 0.0345,

- maksimalna odstupanja amplitude u nepropusnim opsezima 6, = 0.00345, 5, =0.0115 1
3,5 =0.001725.

Na osnovu ovakvih specifikacija se vidi da su tezinske funkcije koje odgovaraju propusnim
opsezima W, (Q)=W ,(Q)=1, dok su, prema (9.94), tezinske funkcije za nepropusne opsege,
W, (Q)=10, W, ,(Q)=3 1 W,(Q)=20. Eksperimentalno se moZe utvrditi da navedene

specifikacije zadovoljava funkcija ¢iji impulsni odziv ima M =55 odbiraka, a ¢ija je amplitudska
karakteristika prikazana na slici 9.7.

U sintezi funkcija prenosa sa viSe propusnih ili nepropusnih opsega (a takve su prakti¢no
sve funkcije prenosa osim propusnika niskih ili visokih ucestanosti) mogu se pojaviti i neki
problemi u primeni optimizacionog postupka. Na primer, neka su zadate sledece specifikacije za
filtarsku funkciju propusnika opsega ucestanosti:

- propusni opseg: 0.3571<Q<0.6m,
- nepropusni opsezi 0<Q <0311 0.7t <Q <7,
- maksimalno odstupanje amplitude u propusnom opsegu &, = 0.01,

- maksimalna odstupanja amplitude u nepropusnim opsezima 6,, =0.0113,, = 0.002.
A
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Slika 9.7 Amplitudska karakteristika optimalnog FIR filtra sa viSe propusnih opsega za M = 55.

Navedene specifikacije se mogu zadovoljiti FIR filtrom ¢iji je impulsni odziv duZzine
M =77 odbiraka ¢ija je amplitudska karakteristika prikazana na slici 9.8. Lako se moze uociti
nedozvoljeni oblik amplitudske karakteristike u prelaznoj zoni izmedu propusnog i gornjeg
nepropusnog opsega. Ovakva amplitudska izobli¢enja se mogu otkloniti promenom specifikacija za
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grani¢ne ucestanosti i slabljenja, ali je to moguce uraditi samo viSestrukim ponavljanjem postupka
sinteze.
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Slika 9.8 Amplitudska karakteristika optimalnog FIR filtra propusnika opsega za M = 77.

9.4.3.2 Sinteza diferencijatora

Iz teorije kontinualnih signala je poznato da je Furijeova transformacija izvoda kontinualnog
signala jednaka proizvodu Furijeove transformacije signala i faktora jo. Diskretizacijom
kontinualnog signala i njegovog izvoda i koriS¢enjem osobina Furijeove transformacije diskretnog
signala, koje su opisane u drugom i treCem poglavlju, dobija se da ekvivalentni diskretni sistem ima
frekvencijsku karakteristiku jQ/T, -1 <Q <, koja je, naravno, periodi¢na sa periodom 2x. Na
izlazu diskretnog sistema dobija se diskretni signal koji predstavlja odbirke izvoda kontinualnog
pobudnog signala. Dakle, idealni diskretni diferencijator ima frekvencijski odziv:

H(e'™) = jge—jﬂw—n/z’ I (9.122)

odnosno, impulsni odziv idealnog diferencijatora je:

cosn[n—(M—1)/2] - M-1
pn)={ Tln=(M=1)2] M2—1 (9.123)
0 "=y

Ako se impulsni odziv ograni¢i na opseg 0 <n < M —1, gde je M neparan broj, lako se moze
pokazati da vazi osobina A[n]=—h[ M —1—n], odnosno, da je impulsni odziv diferencijatora
antisimetrican. Dakle funkcija prenosa odgovara tipu III FIR sistema. Ova cinjenica nije
neocekivana, jer se poredenjem izraza za frekvencijski odziv diferencijatora (9.122), sa opStim
izrazom za frekvencijski odziv FIR sistema sa linearnom fazom (9.26), uo€ava da izraz (9.122)
odgovara tipu III ili tipu IV FIR sistema.

Tip III FIR sistema nije uvek pogodan za aproksimaciju frekvencijskog odziva idealnog
diferencijatora u celom osnovnom opsegu, zbog toga Sto za tip III FIR sistema vazi H,.(n)=0.
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Dakle ako je potrebno sintetizovati Sirokopojasni diferencijator, koji je definisan u celom osnovnom
opsegu ucestanosti (engl. full band differentiator), ne moze se koristiti tip III FIR sistema, odnosno
neparno M. U praksi se zahtev za diferenciranjem u celom osnovnom opsegu retko srece, ve¢ se
obi¢no trazi da frekvencijski opseg raste linearno sa u€estanoS¢u do neke ucestanosti Q. Iznad
uCestanosti Q , frekvencijski odziv se ne specificira ili se ograni¢ava na nulu.

Iz izraza (9.122) sledi da se za sintezu diferencijatora moze koristiti i tip [V FIR sistema. U
tom sluc¢aju M je parno, tako da se dobija necelobrojno kasnjenje. Kod FIR sistema tipa IV je
H (m) # 0, tako da je moguce realizovati diferencijator u celom osnovnom opsegu.

Ako se u projektovanju diferencijatora koristi optimizacioni metod baziran na Cebisevlje-
vom aproksimacionom kriterijumu, pogodno je tezinsku funkciju specificirati tako da bude obrnuto
proporcionalna ucestanosti:

W(Q)zé, 0<Q<0 (9.124)

P

Na taj nacin se postize da relativna gresSka u ekstremalnim tackama bude konstantna jer je:

d = max W(Q)[%— H, (Q)]‘ _1 max

0<0<Q, T 0<0<Q,

- (9.125)

TH, (Q)|
Q

Najvazniji parametri koji se specificiraju pri sintezi diferencijatora su duzina impulsnog
odziva, M, grani¢na ucestanost propusnog opsega, €2 » 1 maksimalna relativna greska 6. Izmedu
ovih parametara postoji sloZena veza, ali u principu, sa porastom ucestanosti (2 , raste greska o.
PonaSanje funkcija tipa III 1 tipa IV vrlo je razli¢ito, naroCito u okolini ucCestanosti Q=m. Iz
detaljne analize sprovedene u [R-10] vidi se da za dato Q  diferencijatori tipa IV, kod kojih je M
parno, uvek imaju znatno manju gresku 6 od diferencijatora tipa IIl. Zbog toga se pri sintezi
diferencijatora po pravilu koriste parne duzine impulsnog odziva, osim u retkim slucajevima kada
nije dozvoljeno necelobrojno kasnjenje.

U radu [A-12] prikazan je jedan interesantan postupak za priblizno odredivanje potrebne
duzine impulsnog odziva na osnovu zadatih specifikacija za Sirinu propusnog opsega diferencijatora
Q, i greSku 6. Prvo se sintetizuju dva diferencijatora niskog reda, ¢ije su Sirine propusnog opsega
Q,, a duZine impulsnog odziva M, i M, i odrede njihove maksimalne relativne greske u
propusnom opsegu 0, 1 0, . Zatim se potrebna duZina impulsnog odziva odreduje prema formuli:

1+M(M2—Ml) (9.126)

In(3,/8;)

Najcesce se uzima da je duzina impulsnog odziva M, vrlo kratka, a M, = M, +2, tako da

se oba diferencijatora lako i brzo sintetizuju. Posle odredivanja greSaka u propusnom opsegu, iz

(9.126) se odredi trazena duzina impulsnog odziva diferencijatora. Takode se, zbog zbog boljeg
kvaliteta diferencijatora, koriste parne vrednosti za duzine M,, M, i M.

U Tabeli 9.3 prikazani su neki interesantni rezultati, naime, izraCunata je potrebna duzina
impulsnog odziva u funkciji Sirine opsega aproksimacije, koja obezbeduje maksimalnu gresku
aproksimacije od 1% ili 0.1%. Iz tabele se jasno vidi kolika je razlika u kvalitetu aproksimacije
izmedu tipa III i tipa IV FIR sistema.
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Tabela 9.3 Potreban red FIR funkcije za aproksimaciju diferencijatora.

1% 0.1%
0, Tip III Tip IV Tip III Tip IV
T - 22 - >128
0.9m 27 10 41 18
0.8n 15 6 21 12

Kao primer sinteze diferencijatora optimizacionim programom zasnovanom na CebiSev-

ljevoj aproksimaciji, posmatrajmo sintezu diferencijatora u celom osnovnom opsegu 0<Q < 7.

Takav diferencijator se moze realizovati samo kao tip IV FIR sistema, tj. impulsni odziv mora imati

paran broj odbiraka. Ako se kao dodatni kriterijum postavi zahtev da relativna greSka nagiba

amplitudske karakteristike bude manja od 1%, onda se eksperimentalno mozZe ustanoviti da takav

zahtev zadovoljava sistem ¢iji impulsni odziv ima M =22 odbirka, jer je tada maksimalna relativna

greska 0.944%. Amplitudska karakteristika diferencijatora prikazana je na slici 9.9.

Sinteza diferencijatora se moze izvrsiti i pomocu prozorskih funkcija ili metodom

frekvencijskog odabiranja, ali su dobijeni rezultati losiji od rezultata dobijenih Cebisevljevom
aproksimacijom.

A
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0.2 -

[H(elo)|

9.4.3.3 Sinteza Hilbertovog transformatora

0.2=w

0.4%

0.6xn

0.87

Slika 9.9 Amplitudska karakteristika diferencijatora za M = 22.

\4

Kao $to je poznato, Hilbertov transformator treba da ostvari fazni pomak od 90° izmedu

ulaznog 1 izlaznog signala. Dakle, frekvencijski odziv Hilbertovog transformatora je:

H(e'Y) =

-J
je

o IOMD2

,—JQ(M-1)/2

a impulsni odziv Hilbertovog transformatora je:

0<Q<n
-t<Q<0

(9.127)
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2sin2§[n—(M—1)/2] Vi
, n#
hln]= 7“2T[n—(1\4—1)/2] 2 (9.128)
0, n:M_—l
2

Ako se impulsni odziv ograni¢i na opseg 0<n < M —1, lako je uociti da je impulsni odziv
antisimetri¢an, §to se i moglo oc¢ekivati, s obzirom na oblik frekvencijskog odziva (9.127). Dakle i
Hilbertov transformator se moze realizovati kao FIR sistem tipa III ili IV, §to za sobom povlaci i
neka ograniCenja. Na primer, u tacki Q =0, H,(0)=0, nezavisno od toga da li je M paran ili
neparan broj. S druge strane, H,(m) =0, kod FIR sistema tipa III, tj. kada je M neparno. Dakle, ni
na koji nafin nije moguce realizovati Hilbertov transformator u celom osnovnom opsegu
ucestanosti, $to na srecu nije ni potrebno. U praksi se obi¢no zahteva da fazni pomak od 90° bude
ostvaren u nekom opsegu ucestanosti od interesa koji se naj¢eSce naziva propusni opseg. Dakle,
zeljena realna funkcija ucestanosti koju treba realizovati je:

H,(Q)=1, Q, <Q<Q (9.129)

rl —

Donja grani¢na u€estanost, (2, ne moze biti jednaka nuli, dok gornja grani¢na ucestanost,

Q ,, moze biti jednaka  samo kod funkcija tipa IV.

p2°

Posebno je interesantan slucaj kada je Q, =n—-Q ,. Tada je, kod funkcija tipa IIL,
frekvencijska karakteristika simetri¢na oko sredine opsega, Q=m/2, tj. H (0)=H, (n—®). S
obzirom na (9.24) 1 (9.26), dobija se:

(M-1)/2 (M-1)/2

H.(Q)= Y a;sinQk= > a,sink(n—Q)
k=1 k=1

(9.130)
(M=1)/2 (M-1)/2
= Y a,sinQkcosmk= Y a,(-1)""sinQk
k=1 k=1
odnosno,
(M-1)/2
D [1=(=1)*"*"a, sinQk =0 (9.131)

k=1

Iz jednacine (9.131) se vidi da mora biti @, =0 za £ =0,2,4,.... Kako je prema (9.21):
h[M—_l—k}:lak (9.132)

svaki drugi odbirak impulsnog odziva simetricnog Hilbertovog transformatora, koji je realizovan
kao FIR sistem tipa III, bi¢e jednak nuli. Ova cCinjenica ima znacajne posledice na sloZenost
realizacije, jer u direktnoj realizaciji FIR strukture nedostaje svaki drugi mnozac. Ukupan broj
mnoZenja po odbirku je, dakle, jednak (M +1)/4.

U slucaju realizacije Hilbertovog transformatora FIR sistemom tipa IV, simetrija grani¢nih
ucestanosti ne dovodi do simetrije frekvencijskog odziva, jer frekvencijski odziv FIR sistema tipa
IV ne moZe biti simetrican, zbog H,(0) # H,(n). U tom slu€aju nema ni redukcije broja odbiraka u
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impulsnom odzivu. Dakle, realizacija Hilbertovog transformatora pomocu FIR sistema tipa Il ima
prednost u oko dva puta manjoj sloZenosti realizacije, odnosno dva puta vecoj brzini rada.
Hilbertov transformator se moze projektovati svim opisanim metodama sinteze FIR funkcija
prenosa, ali se najbolji rezultati, kao i u prethodnim slu¢ajevima dobijaju primenom Cebisevljeve
aproksimacije. S obzirom da postoji samo jedan opseg ucestanosti u kome se aproksimira idealna
karakteristika Hilbertovog transformatora (9.129), tezinska funkcija se bira da bude konstantna i
najcesce je jednaka jedinici. Dakle, u optimizacionom postupku se vr$i minimizacija greske:

8= max [Hdr(Q)—Hr(Q)]:Qr?azé [1-H.(Q)] (9.133)

Q,,202Q,, 1020,

Detaljno ispitivanje karakteristika velikog broja Hilbertovih transformatora tipa Il i tipa IV
[R-11], pokazuje da su karakteristike oba tipa Hilbertovih transformatora veoma slicne, ako je
frekvencijski odziv simetrican. Nesimetrija frekvencijskog odziva, koja je moguca kod tipa IV, ne
donosi nikakva poboljSanja, pa ¢ak moze i da pokvari karakteristike. Zbog toga se u sintezi
Hilbertovih transformatora skoro iskljucivo koristi tip III FIR sistema sa simetricnom
frekvencijskom karakteristikom. Parametri koje treba specificirati na pocCetku sinteze su duzina
impulsnog odziva, M, donja granica propusnog opsega, €2, i greSka aproksimacije, 3. Ove
specifikacije nisu nezavisne jer su povezane pribliznom formulom:

MQ,, ~-3.83logd (9.134)

koja moze posluziti za procenu jednog od tri parametra, ako su ostala dva zadata.

Da bi se dobila najefikasnija realizacija Hilbertovog transformatora potrebno je koristiti
najuzi moguci opseg aproksimacije i tip III FIR filtra. U Tabeli 9.4 prikazane su potrebne vrednosti
M 1 broj mnozenja u funkciji granice propusnog opsega, Q ,, za greSku aproksimacije od 1% ili
0.1%.

Tabela 9.4 Potreban red FIR funkcije za aproksimaciju Hilbertovog transformatora.

1% 0.1%
Q, Tip Il Mnozenja| TipIV  Mnozenja| TipIll Mnozenja| TipIV ~ MnoZenja
0.02w 119 30 118 59 >127 - >127 -
0.04n 59 15 60 30 95 24 94 47
0.1n 27 7 24 12 39 10 38 19
0.2n 11 3 12 6 19 5 18 9

Za ilustraciju procesa sinteze Hilbertovog transformatora primenom optimizacionog
programa zasnovanog na Cebisevljevoj aproksimaciji posmatrajmo sintezu simetri¢nog Hilbertovog
transformatora u opsegu 0.1t < Q <0.97. Shodno prethodnoj analizi, takav Hilbertov transformator
treba realizovati kao tip III FIR sistema, tj. impulsni odziv treba da ima neparan broj odbiraka. Ako
se kao dodatni kriterijum postavi zahtev da greska amplitudske karakteristike u propusnom opsegu
bude manja od 0.005, onda se eksperimentalno moze ustanoviti da takav zahtev zadovoljava sistem

¢iji impulsni odziv ima M =31 odbirak, jer je tada maksimalna greska 6 =0.0027. Amplitudska
karakteristika Hilbertovog transformatora prikazana je na slici 9.10.
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[H(elo)|
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Slika 9.10 Amplitudska karakteristika Hilbertovog transformatoraza M =31i 0.ln <® <0.97.

9.5 POREDENJE POSTUPAKA SINTEZE FIR FUNKCIJA PRENOSA

U prethodnom izlaganju su opisane tri metode sinteze FIR funkcija prenosa sa linearnom
fazom. Pored toga, u literaturi je opisano jo§ nekoliko metoda sinteze koje nisu nasle Siru primenu.
Interesantno je uporediti metode sinteze, ali je prethodno potrebno definisati kriterijume za
poredenje. Na primer, kriterijumi za poredenje mogu biti jednostavnost primene, sloZzenost funkcije
prenosa koja se dobija, tacnost realizacije specificiranih parametara, itd.

Metod sinteze pomocu prozorskih funkcija je najjednostavniji za primenu, jer se sinteza
moze izvrsiti 1 bez upotrebe racunara. Na Zalost, ovim metodom se ne mogu tacno realizovati zadate
uCestanosti Q1 Q,, Cija vrednost zavisi od koriSc¢ene prozorske funkcije i izabrane vrednosti M.
Duzina impulsnog odziva, M, koja se dobija ovim metodom je najveca, §to znaci najvecu slozenost
realizacije.

Metod sinteze pomocu odabiranja u frekvencijskom domenu obavezno zahteva upotrebu
racunara i programa za optimizaciju parametara. Moze se re¢i da je od opisanih metoda najtezi za
primenu. Kontrola poloZaja grani¢nih u€estanosti Q2 i Q, je nesto bolja nego kada se primenjuju
prozorske funkcije, a greSka grani¢nih uCestanosti je manja od 2/ M . Mada se za sintezu koristi
prakti¢no ista vrednost za M kao kod metoda prozorskih funkcija, slozenost realizacije je znatno
manja zbog mogucnosti kori§¢enja specijalne realizacione strukture.

Cebisevljeva aproksimacija omoguéava najbolju kontrolu specifikacija i u tom pogledu je
najbolja. Granicne ucestanosti Q2 , 1 Q, se tatno realizuju, a duZina impulsnog odziva se dosta
tatno moze proceniti empirijskim formulama. U filtarskim aplikacijama, potrebna duZzina
impulsnog odziva je znatno manja nego kod prethodna dva metoda sinteze, Cesto i za 30%. Kod
sinteze diferencijatora i Hilbertovih transformatora usteda je manja, ali i dalje znacajna. Drugacije
gledano, Cebisevljeva aproksimacija je optimalna u smislu da za dato M omoguéava najmanju
Sirinu prelazne zone. S obzirom na Siroku rasprostranjenost optimizacionih programa za
Cebisevljevu aproksimaciju, ovaj metod je danas standardni metod za sintezu FIR funkcija prenosa
sa linearnom fazom.
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9.6 POREDENJE FIR I IIR FILTARSKIH SISTEMA

Metode sinteze funkcija prenosa koje su opisane u ovoj i prethodnoj glavi mogu izazvati
nedoumicu kod buduceg korisnika, projektanta diskretnih sistema. Najvaznija odluka koju treba
doneti u projektovanju nekog diskretnog sistema je da li koristiti FIR ili IIR funkciju prenosa, a
zatim koju metodu sinteze koristiti. Na zalost, kao i u mnogim drugim oblastima elektronike, ne
postoji jednostavan odgovor na ova pitanja.

Jedan od vaznih kriterijuma za poredenje FIR i IIR realizacija moze biti sloZenost realizacije
kojom se zadovoljavaju zadate specifikacije. SloZenost realizacije se najéeS¢e meri brojem mnoZaca
u realizacionoj strukturi (brojem mnozenja po ulaznom odbirku) i u uskoj je vezi sa redom funkcije
prenosa.

Ako fazna karakteristika nije od interesa, prednost u pogledu sloZenosti realizacije
nesumnjivo lezi na strani IIR filtarskih funkcija jer se zadate specifikacije ostvaruju sa znatno nizim
redom funkcije prenosa, odnosno sa manjim brojem mnoZzaca u realizacionoj strukturi. Na primer,
za iste specifikacije, red FIR filtarske funkcije moze biti pet do deset puta veci. Takode, ako su
gabariti za amplitudsku karakteristiku zadati kao delimi¢no konstantne funkcije, postupak sinteze je
vrlo jednostavan jer se moZze koristiti bilinearna transformacija i standardni postupci sinteze
analognih filtarskih funkcija. Situacija postaje nesto sloZenija ako su specifikacije za amplitudsku
karakteristiku nestandardne. U tom slucaju se i1 za projektovanje IIR funkcija mora koristiti neki
optimizacioni algoritam, ali je prednost u pogledu slozenosti realizacije i dalje na strani IIR
funkecija.

Ako je potrebno tacno realizovati linearnu faznu karakteristiku onda se moraju primeniti
FIR filtarske funkcije, kojima se, za razliku od IIR filtarskih funkcija, tatno moze realizovati
linearna fazna karakteristika.

Najslozenije je donosenje odluke u sluc¢ajevima kada treba sintetizovati selektivnu filtarsku
funkciju koja treba da u propusnom opsegu ima priblizno, ali ne egzaktno, linearnu faznu
karakteristiku. Ovakva funkcija se moze sintetizovati i kao IIR filtar sa korekcijom grupnog
kasnjenja (odeljak 8.6.2), ali 1 kao optimalni FIR filtar. Detaljna ispitivanja vec¢eg broja FIR filtara 1
IIR filtara eliptickog tipa sa korigovanim grupnim kasnjenjem pokazuju da je slozenost realizacije
manja kod FIR filtarske funkcije ako je dozvoljena greska grupnog kasnjenja manja od 10%. Na
primer, ako je dozvoljena greska grupnog kaSnjenja u propusnom opsegu 3%, onda IIR elipticki
filtar sa korigovanim grupnim kaSnjenjem ima oko 30% viSe mnoZenja po ulaznom odbirku od
odgovarajuc¢eg optimalnog FIR filtra. Ukupno grupno kasnjenje je uvek manje kod FIR filtra.

Na izbor izmedu FIR i IIR funkcije prenosa mogu uticati i drugi faktori. Jedan od takvih
faktora je i konacni broj bita kojim se predstavljaju podaci u digitalnoj realizaciji. O efektima
konacne duzine digitalne reci bice vise re¢i u Glavi 16. Drugi faktor koji moZze biti od uticaja na
izbor je 1 naCin realizacije. Na primer, ako realizacija algoritma filtriranja treba da se izvede
primenom DFT, onda ta odluka diktira izbor FIR funkcije prenosa.



