8. SINTEZA SISTEMA SA BESKONACNIM
IMPULSNIM ODZIVOM

Postupak projektovanja i realizacije nekog diskretnog sistema sastoji se iz Cetiri faze:

1. U fazi zadavanja specifikacija se na osnovu analize problema zadaju amplitudska i/ili
fazna karakteristika diskretnog sistema koje treba ostvariti, kao i dozvoljene tolerancije u realizaciji
ovih karakteristika.

2. U fazi sinteze se odreduju koeficijenti polinoma u brojiocu i imeniocu funkcije prenosa
date izrazom (6.41), ili polozaji polova i nula funkcije prenosa, na takav nacin da se zadate
specifikacije ostvare sa greSkom koja lezi unutar dozvoljenih tolerancija.

3. U fazi realizacije vr§i se izbor realizacione strukture 1 odredivanje koeficijenata mnozaca.
Pored kriterijuma ekonomicnosti, prilikom izbora se vodi racuna i o osetljivosti realizacije na
konac¢nu tac¢nost predstavljanja podataka u digitalnim sistemima.

4. U fazi implementacije vr$i se softverska ili hardverska realizacija funkcije prenosa
odredene u fazi 2, koriS¢enjem realizacione strukture izabrane u fazi 3.

U ovoj glavi bi¢e re¢i o postupcima sinteze funkcije prenosa ¢iji je impulsni odziv
beskonacan (IIR tipa). Posto funkcija prenosa koja treba da se sintetizuje najceS¢e ima filtarsko
svojstvo, tj. pojaCava ili propusta bez slabljenja signale iz nekog opsega ucestanosti, dok slabi
signale iz nekog drugog opsega ucestanosti, faza 2 se obi¢no naziva sinteza filtarskih funkcija ili
postupak aproksimacije.

Najcesce se sinteza digitalnog filtra IIR tipa izvodi pogodnom transformacijom funkcije
prenosa odgovarajuceg analognog filtra. Ovakav prilaz postupku sinteze opravdan je iz nekoliko
razloga. Pre svega, postupak sinteze analognih filtara (narocCito propusnika niskih ucestanosti) se
proucava ve¢ vise od pedeset godina tako da postoje razvijeni postupci sinteze za mnoge vazne
prakti¢ne slucajeve. Drugo, u mnogim vaznim slucajevima polovi ili koeficijenti funkcije prenosa
analognih filtara dati su eksplicitnim formulama. Trece, za slucajeve za koje ne postoje eksplicitne
formule za funkciju prenosa sacinjene su opsezne tabele koje sluze kao pomo¢ pri projektovanju, a
u poslednje vreme pojavili su se i ra¢unarski programi za interaktivno sprovodenje postupka
sinteze.

Postupkom transformacije analogne funkcije prenosa u digitalnu funkciju prenosa treba da
se ocuvaju neka vazna svojstva analognog sistema. Pre svega, transformacija mora biti racionalna,
tj. polaze¢i od analogne funkcije prenosa koja je racionalna funkcija kompleksne ucestanosti s,
treba da se dobije racionalna funkcija kompleksne ucestanosti z. Drugo, zbog odrzanja stabilnosti
sistema, polovi analogne funkcije prenosa koji leze u levoj polovini ravni kompleksne ucestanosti s,
moraju se preslikati unutar jedini¢nog kruga u ravni kompleksne u€estanosti z. Trece, pozeljno je da
se transformacijom ne povecava red funkcije prenosa.
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156 8. Sinteza sistema sa beskona¢nim impulsnim odzivom

Zavisno od toga kojoj se karakteristici filtra pri preslikavanju posveti najve¢a paznja
dobijaju se razni metodi transformacije koji ¢e biti opisani u ovoj glavi. Prvo ¢e ukratko biti
prikazana sinteza najvaznijih analognih funkcija prenosa, a zatim najvaznije transformacione
metode. Posle toga bice prikazane i neke direktne metode sinteze u z domenu koje se rede koriste,
ali mogu biti korisne u slucaju nestandardnih specifikacija za koje ne postoji jednostavno reSenje u
analognim sistemima.

8.1 SINTEZA ANALOGNIH FILTARSKIH FUNKCIJA

Karakteristike funkcije prenosa koju treba sintetizovati, ili krace, specifikacije, zadaju se
najcescée u frekvencijskom domenu. Kod selektivnih funkcija prenosa, koje su poznate pod nazivom
filtarske funkcije, razlikuju se propusni opseg, nepropusni opseg i prelazna zona. U propusnom
opsegu signal se u sistemu pojacava, propusta neizmenjen ili vrlo malo slabi. Nasuprot tome, u
nepropusnom opsegu se signal znatno oslabljuje. U prelaznoj zoni funkcija prenosa se ne
specificira, ali se naj¢eS¢e zahteva da amplitudska karakteristika bude monotono opadajuca. Broj
propusnih opsega, odnosno nepropusnih opsega moze biti i ve¢i od jedan.

Najjednostavniji slucaj za zadavanje specifikacija je u sluc¢aju propusnika niskih ucestanosti,
ili kra¢e NF filtra. Grafi¢ki prikaz tzv. Seme tolerancija ili gabarita za amplitudsku karakteristiku
NF filtra prikazan je na slici 8.1a. Sa slike se uocava da su gabariti odredeni sa Cetiri karakteristi¢ne
veli¢ine:

1. Grani¢na ucestanost propusnog opsega ®, ,

2. Grani¢na ucestanost nepropusnog opsega o, ,

3. Varijacija amplitude u propusnom opsegu 8 ,,

4. Varijacija amplitude u nepropusnom opsegu 9, .
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Slika 8.1 Gabariti za NF filtarsku funkciju: (a) i (b) amplitudska karakteristika, (c) slabljenje.

U nekim slucajevima, naroCito ako se radi o pasivnim filtrima, nije dozvoljeno da
amplitudska karakteristika ima veéu vrednost od jedinice, pa gabariti izgledaju kao na slici 8.1b.
Medutim, najces¢i nacin zadavanja gabarita filtarskih funkcija je prikazan na slici 8.1c, gde se na
ordinati prikazuje reciprona vrednost amplitudske karakteristike izrazena u dB, odnosno
slabljenje. U tom slu¢aju se umesto varijacije amplitude u propusnom opsegu 6, specificira
maksimalno slabljenje u propusnom opsegu a. ,, dok se umesto varijacije amplitude u nepropusnom
opsegu &, specificira minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu o,. Veza izmedu veli¢ina 8, 1
o, data je izrazima:

1+8 100.05(xp -1
o,=20log—L, §,=—— 8.1
p 81 5 (8.1)

, P 100.05ap 41
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ako su gabariti amplitudske karakteristike kao na slici 8.1a, odnosno izrazima:

—O.OSGP

1
a, =20log , 6,=1-10 (8.2)
1-3,
ako su gabariti amplitudske karakteristike kao na slici 8.1b.
Veza izmedu veli¢ina 6, 1 o, u oba slucaja data je izrazima:
o, =—-20logd,, §,=10""0% (8.3)

Fazna karakteristika se naj¢esce ne specificira kod selektivnih filtara.

Na osnovu zadatih specifikacija treba odrediti stabilnu racionalnu funkciju prenosa cija
amplitudska karakteristika lezi unutar zadatih gabarita. U matematici je taj zadatak poznat kao
problem aproksimacije funkcija. U narednom izlaganju bice opisano nekoliko postupaka
aproksimacije koji su nasli najve¢u primenu u praksi. U svim slu¢ajevima bice tretirana sinteza NF
filtra, zbog toga Sto se u tom sluc¢aju mogu dobiti eksplicitne formule za polove i1 nule funkcije
prenosa. Sinteza ostalih tipi¢nih funkcija prenosa (propusnika visokih ucestanosti - VF, propusnika
opsega - PO 1 nepropusnika opsega - NO) vrsi se najéesce transformacijom NF funkcije prenosa.

8.1.1 BATERVORTOVA APROKSIMACIJA

Batervortova (Butterworth) aproksimacija idealne amplitudske karakteristike NF filtra je
izvedena pod pretpostavkom da je amplitudska maksimalno ravna u koordinatnom pocetku. U
slu¢aju funkcije N-tog reda to znaci da je prvih (2N —1) izvoda kvadrata amplitudske karak-
teristike jednako nuli za ®=0. Drugi uslov koji se postavlja kod Batervortove aproksimacije je
striktna monotonost amplitudske karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu. Kvadrat
amplitudske karakteristike koja zadovoljava oba postavljena uslova dat je izrazom:

H ,(jo) =—— (8.4)

gde je € parametar koji odreduje slabljenje na granici propusnog opsega, tj.:
10log(l+€*) =0, (8.5)
odnosno,

e=V10" 7 —1 (8.6)
Osim parametra € potrebno je odrediti i red filtarske funkcije N. Red se odreduje na osnovu
specifikacija za nepropusni opseg. Na granici nepropusnog opsega vazi:
1010g[1+82(c0a/03p)2N]: a, (8.7)
odakle se, koriS¢enjem (8.6) dobija:

log loo.l(la _1
o 10™% 1 __logD

" 2log(w, /m,)  2log(1/k)

gde su faktor diskriminacije D 1 faktor selektivnosti k dati izrazima:

(8.8)
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100'10%1 —l
D=—mr——" (8.9)
1077 -1
Q)
k=—L (8.10)
®

a

Vrednost desne strane nejednakosti (8.8) najcesce nije ceo broj, pa se u sintezi za red N
usvaja prvi ceo broj koji je veci od izraCunate vrednosti. Poveéanje reda ima kao posledicu
povecano slabljenje na granici nepropusnog opsega. U retkim slucajevima, kada je to potrebno,
moZze se smanjiti vrednost parametra € tako da se smanji slabljenje na granici propusnog opsega.
Nova vrednost parametra € je:

, 10%1% _1

- 8.11
©, /o) (811

Na slici 8.2 prikazan je oblik amplitudske karakteristike koji se dobija Batervortovom
aproksimacijom za N =1,2,3,4,5 i ¢=1. Uocava se da sa poveanjem reda amplitudska
karakteristika postaje ravnija u propusnom opsegu, strmija u prelaznoj zoni i selektivnija u
nepropusnom opsegu.

A HaGo)
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Slika 8.2 Amplitudska karakteristika Batervortovog filtrazaN=1,2,3,4,5i¢=1.

Slede¢i korak u sintezi filtarske funkcije na osnovu Batervortove aproksimacije je
odredivanje polova funkcije prenosa. Analitickim proSirenjem s = jm, iz (8.4) se dobija:
1
1+ sz(s/jcop)ZN

H y(5)H (=) = (8.12)

Polinom u imeniocu izraza (8.12) ima 2N korena koji su dati izrazom:

o) 'n2k+N_l o) _ _
sp= o Z O o AN [ PN LN ks oN (8.13)
Ve Ne 2N 2N
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Ocigledno je da su korenovi rasporedeni na krugu polupreCnika / Ve sa jednakim
ugaonim rastojanjima w/N, simetrino u odnosu na realnu i imaginarnu osu. Zbog uslova
stabilnosti, koji zahteva da svi polovi funkcije prenosa leze u levoj polovini ravni kompleksne
ucestanosti s, polovi funkcije Hy(s) su koreni iz leve poluravni (1< k£ < N), dok su polovi funkcije
Hy(—s) koreni iz desne poluravni (N +1<k<2N). Dakle, funkcija prenosa dobijena
Batervortovom aproksimacijom moze se napisati u obliku:

N
HB(S)ZNL, Hy=]](s) (8.14)

[1G-50 =
k=1

Na slici 8.3a je prikazan raspored polova za N =3, dok je na slici 8.3b prikazan raspored
polovaza N =4.

Nim's

y /
(a) (b)
Slika 8.3 Raspored polova Batervortovog filtra za ¢ = 1: (a) N =3, (b) N=4.
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Iz amplitudske karakteristike Batervortovog filtra moze se videti da je greSka aproksimacije
vrlo mala u donjem delu propusnog opsega kao i u gornjem delu nepropusnog opsega. Bolje
karakteristike u prelaznoj zoni, kao i nizi red filtra mogu se dobiti ako se greSka aproksimacije
pravilnije rasporedi u propusnom opsegu, u nepropusnom opsegu, ili u oba. U prvom slucaju
dobijaju se tzv. Cebisevljevi filtri prve vrste, u drugom Cebisevljevi filtri druge vrste, a u treéem
elipticki filtri.

8.1.2 CEBISEVLJEVA APROKSIMACIJA PRVE VRSTE

Kvadrat amplitudske karakteristike Cebisevijevog filtra prve vrste dat je izrazom:

NE 1
He(jo) = 1+&°T) (0/o,) (8.15)
gde je Ty (x) Cebisevljev polinom, definisan izrazom:
Ty (x) = {COS(N cos” ) i<l (8.16)
cosh(N cosh ™ x) |x| >1
ili rekurentnom formulom:
Ty (x) = 22Ty (1)~ Ty, (x), Ty(0)=1, Ti(x)=x (8.17)

Postupak odredivanja karakteristicnih parametara € 1 N slican je kao kod Batervortove
aproksimacije. Kako je 7}, (1) =1, vrednost parametra ¢ je odredena izrazom (8.6). Za red funkcije
prenosa N se dobija:
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S cosh™ \/B

~ cosh™' (1/k) (8.18)

gde su veli¢ine D 1 k odredene izrazima (8.9) 1 (8.10).

Amplitudske karakteristike CebiSevljevih filtara za N=3 i N=4 i £=0.508 (o ,=1dB)
prikazane su na slici 8.4.

A ) A )
TGO TG
1 1L
0.5 05
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Slika 8.4 Amplitudske karakteristike Cebiéevljevih filtara za € = 0.508: (a) N =3, (b) N=4.

Polovi Cebisevljevog filtra leze na elipsi u levoj polovini s ravni. Realni i imaginarni deo
polova s, =c, + jo, dati su izrazima:

5, = sinh(isinh1 ljsin(wnj (8.19)
N € 2N

o, = cosh(isinh_l lj cos(wnj (8.20)
N € 2N

gde je k = 1,2,...,N. Raspored polova Cebisevljevih filtara za N = 3 i N = 4 u kompleksnoj ravni
prikazan je na slici 8.5.
Alms Alms

e I\
o \

(@) (b)
Slika 8.5 Raspored polova éebiéevljevog filtra: (a) N =3, (b) N =4.

2]

A\

Funkcija prenosa je, onda, data izrazom:

H
HC(S)ZN—O (821)
H(S — ;)
k=1
gde je:
—0.05a il
10 ~°F H(—sk) N parno
Hy=1 v k=1 (8.22)
H(_Sk) N neparno
k=l

¢ime je obezbedeno da minimalno slabljenje u propusnom opsegu bude jednako nuli.
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8.1.3 CEBISEVLJEVA APROKSIMACIJA DRUGE VRSTE

Kod Cebisevijevog filtra druge vrste uslovi zaravnjenja amplitudske karakteristike su
rasporedeni u nepropusnom opsegu. Zato je amplitudska karakteristika u propusnom opsegu
monotona, dok u nepropusnom opsegu ima oscilatorno ponaSanje. Kvadrat amplitudske
karakteristike CebiSevljevog filtra druge vrste moze se dobiti ako se od jedinice oduzme kvadrat
amplitudske karakteristike Cebisevljevog filtra prve vrste:

] e Ti(0/o),)
1+’ Ty (0/0,) 1+&£'Ty(0/o,)

1-|H (o) =1~ (8.23)

¢ime se propusni opseg pretvara u nepropusni i obratno. Ako se uz to i argument Cebievljevog
polinoma 0)/ ®, zameni svojom recipro¢nom vrednoséu o, / ®, dobija se trazeni kvadrat
amplitudske karakteristike Cebisevljevog filtra druge vrste ili inverznog Cebisevijevog filtra:

e'Ty (0, /o)
1+&°Ty (0, /o)

|H o (o) = (8.24)

Amplitudska karakteristika inverznog CebiSevljevog filtra je prikazana na slici 8.6.
Analizom amplitudske karakteristike moze se pokazati da je ona maksimalno ravna u koordinatnom
pocetku. Minimumi i maksimumi amplitudske karakteristike u nepropusnom opsegu dati su
izrazom:

km
o, =sec| — |, k=1..,N 8.25
k (ZN) (8.25)
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Slika 8.6 Amplitudska karakteristika inverznog CebiSevljevog filtra za N =5 i o, =30dB (g = 0.03164).

Polovi inverznog Cebisevljenog filtra s, dobijaju se inverzijom polova Cebisevljevog filtra
projektovanog za iste vrednosti N i € prema formuli:
®

e =—— 8.26
(5) (8¢)c ( :

tako da se funkcija prenosa inverznog Cebisevljevog filtra moze, prema (8.24), napisati u obliku:
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N
[T¢°+op) N
k=1 H(_Sk)
k=2i =
H,(s)=H,———, H,="=; (8.27)
[1G-s0) [ e
= i

Potreban red Cebisevljevog filtra druge vrste odreden je jednaginom (8.18).

8.1.4 ELIPTICKA APROKSIMACIJA

Zajednitka karakteristika Batervortove i CebiSevljeve aproksimacije je da su odli¢ne u
nepropusnom opsegu, ali po cenu §iroke prelazne zone. Inverzni Cebisevljevi filtri imaju manje
slabljenje u nepropusnom opsegu ali je slabljenje u gornjem delu propusnog opsega Cesto suvise
veliko. Najbolja prelazna zona se dobija ako se greSka aproksimacije idealne karakteristike
ravnomerno rasporedi u propusnom 1 nepropusnom opsegu. Rezultujuc¢a amplitudska karakteristika

ima oscilatorni karakter i u propusnom opsegu gde osciluje izmedu 1 1 1-0 ,, i u nepropusnom

p9
opsegu gde osciluje izmedu nule i1 6,. Takva aproksimacija naziva se elipticka aproksimacija jer se
u postupku sinteze koriste elipticke funkcije, ili Kauerova aproksimacija, prema autoru (Cauer) koji

ju je prvi formulisao. Kvadrat amplitudske karakteristike eliptickog filtra dat je izrazom:

H . (jo)| = (8.28)

gde je Cy(x) tzv. Cebisevijeva racionalna funkcija koja obezbeduje oscilatorno ponaSanje
amplitudske karakteristike u propusnom i nepropusnom opsegu i monotoni karakter u prelaznoj
zoni. Opsti oblik funkcije C, (x) je:

Cy(x)=Kx (x2 _(Dil)(x2 —mﬁz)...(xZ _wiL)

(x’ _wil)(xz —(Df,z)-“(xz—o);) (8.29)
gde ¢lan x postoji samo kod funkcija neparnog reda, dok je broj kvadratnih ¢lanova u brojiocu 1
imeniocu isti, L= |_N /2J Medutim, odredivanje tacnih polozaja nula i polova funkcije C, (x)
zahteva koriS¢enje Jakobijevih (Jacobi) eliptickih funkcija, odnosno, Lezandrovih (Legendre)
elipti¢kih integrala prve vrste koji se retko proucavaju u kursevima vise matematike. Osim toga, cak
1 kada su poznati poloZaji nula 1 polova funkcije C, (x), ostaje problem odredivanja polova funkcije
H(s) koji zahteva odredivanje korena polinoma u imeniocu funkcije H(s)H(—s). Zbog toga se
elipticki filtri projektuju koriS¢enjem obimnih tabela koje obuhvataju slucajeve znacajne za praksu
[S-1, Z-3], koriS¢enjem racunarskih programa za izraCunavanje eliptickih funkcija i odredivanje
korena polinoma [G-17] ili koriS¢enjem iterativnih raCunarskih postupaka [D-1]. U daljem izlaganju
¢e zbog kompletnosti biti izlozen jedan algoritam za projektovanje [G-21, A-10], koji elipticke
funkcije izracunava aproksimirajuci ih brzo konvergentnim redovima.

Postupak sinteze NF filtra zapoCinje zadavanjem specifikacija ®,,®,,0,10,. Ako se
funkcija prenosa NF eliptickog filtra napiSe u obliku:

H r 2 A
Hy(s) = =2 [ [t (8.30)
Dy(s) 1y s° + Bys+ B,

gde je:
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M-t N neparno
y=q 2 (8.31)
N
— N parno
2
s+o, N neparno
Dy(s) = (8.32)
1 N parno
onda se koeficijenti 4, By, B;, H, 16, mogu odrediti slede¢im postupkom:
®
k=—+ (8.33)
0)61
k' =A1-k> (8.34)
11K (835)
RN |
q=9, +2qg +15qg +150q(1)3 (8.36)
Olo,
D = % (837)
10777 -1
> M (8.38)
log(1/q)
0.050,
MW - (8.39)
2N 1077 -1
2¢"* > (=1)" ¢ sinh{(2m +1)A]
Gy = m=0 - (8.40)
2
‘ 142 (-1)"g™ cosh2mA ‘
m=0
o2
W=_|(1+kc}) 1+7° (8.41)
2q1/4 Z(_l)m qm(m+l) sin (2m ‘;]1)7[“
0, = m=h 7 , 1=12,...,r (8.42)
1423 (~1)" gcos K
m=0 N
gde je:
i N neparno
u= (8.43)
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2
v, =\/(1—km§)(1—%J (8.44)

=L (8.45)

1 2
i

e

_ (@) +HoW)

, 8.46
o (1+c2w?)? (8.46)
26,V
B =20 8.47
1 ote? (8.47)
.
Ba:
o AOZ N neparno
Hy=q =170 (8.48)

Primecuje se da u formulama (8.40) i (8.42) treba sumirati beskonacne redove. Medutim,
ovi redovi su vrlo brzo konvergentni tako da je u vecini slucajeva dovoljno sumirati svega tri do
Cetiri Clana. lako je celi postupak moguce sprovesti koriste¢i kalkulator, zbog obimnosti
izracunavanja pogodnije je koristiti raCunar i odgovarajuée programe.

Opisani postupak obezbeduje tatnu realizaciju tri od Cetiri polazna parametra: ®,,®,i0,.
Realizovano slabljenje u nepropusnom opsegu je vece od specificiranog i moze se izraCunati prema
formuli:

0.1a, _
o, =10log 10—1+1 (8.49)
16¢"

Na slici 8.7 su prikazane amplitudske karakteristike eliptikih filtara Cetvrtog 1 petog reda sa
parametrima o, =1rad/s, o, =1dB i a, =30 dB.

A A
[Te () ITe ()
1+ 1
0.5 |- 05 -
0 L | ) 0 L | )
0 1 2 3 Q 0 1 2 3 Q
(a) (b)

Slika 8.7 Amplitudske karakteristika eliptickih filtara: (a) N =4, (b) N =5.

8.1.5 POREDENJE APROKSIMACIJA AMPLITUDSKE KARAKTERISTIKE

U prethodnom izlaganju su opisane Cetiri najceSce koriS€ene aproksimacije amplitudske
karakteristike idealnog NF filtra. U vezi sa tim moze se postaviti nekoliko pitanja. Postoji li



8. Sinteza sistema sa beskona¢nim impulsnim odzivom 165

najbolja aproksimacija? Ako ne postoji, koju aproksimaciju treba koristiti u konkretnom slucaju?
Sta je sa faznom karakteristikom o kojoj nije vodeno raduna u postupku aproksimacije? Ima li na¢in
aproksimacije veze sa realizacijom, itd. Odgovori na ova pitanja nisu jednostavni, ali se mnogi
korisni zakljucci mogu izvuéi poredenjem karakteristika opisanih filtara.

Vrlo korisni zakljucci se dobijaju poredenjem karakteristika filtara istog reda. Neka su
specifikacije filtara koji se porede: N =5, o, =0.25dB, a, =40 dB. Amplitudske karakteristike
(slabljenje u dB) dobijene pomocu cetiri opisana postupka aproksimacije su prikazane na slici
8.8a-d.

A . A .
ag(9) o)
100 100 -
50 - 50 -
0 ! I > 0 I I N
0 1 2 3 Q 0 1 2 3 Q
(a) (b)
A . A .
alC(‘IQ) (XE(JQ)
100 [ 100 -
50 - 50
O 1 1 1 > O 1 1 >
0 1 2 3 Q 0 1 2 3 Q
(© (@)

. Slika 8.8 Amplitudske karakteristike fUIjkcija petog reda: (a) Batervortova aproksimacija,
(b) CebiSevljeva aproksimacija, (c) Inverzna CebiSevljeva aproksimacija, (d) Elipti¢ka aproksimacija.

Kao $to se vidi, uCestanost ®, nema isto znacenje kod svih tipova aproksimacije. Da bi
poredenje bilo pod istim uslovima mora se izvrsiti normalizacija uCestanosti tako da sve Cetiri
karakteristike na nekoj ucestanosti (recimo ®=1) imaju isto slabljenje (recimo 3 dB). Kada se
izvr$i normalizacija ucestanosti dobijaju se karakteristike prikazane na slici 8.9. Sa slike 8.9, kao 1
1z odgovarajuc¢ih numerickih podataka, mogu se izvesti slede¢i zakljucci:

1. U donjem delu propusnog opsega (u okolini o= 0) najbolji je inverzni Cebisevljev filtar,
a za njim sledi Batervortova aproksimacija. CebiSevljev i elipticki filtar imaju priblizno sliéne
karakteristike.

2. U gornjem delu propusnog opsega najbolji su elipticki i Cebisevljev filtar dok su inverzni

Cebisevljev i Batervortov filtar znatno 1osiji jer unose veée slabljenje.

3. U prelaznoj zoni, prema kriterijjumu Sirine prelazne zone, najbolji je elipticki filtar, za
njim sledi inverzni Cebisevljev filtar, onda Cebisevljev, i na kraju, Batervortov filtar.

4. U nepropusnom opsegu Cebisevljev i Batervortov filtar obezbeduju vece slabljenje od
inverznog Cebisevljevog ili eliptickog filtra. Medutim, ova Cinjenica ne predstavlja nikakvu
prednost ove dve aproksimacije jer je kod svih aproksimacija zadovoljen uslov da je u
nepropusnom opsegu slabljenje vece od minimalne vrednosti o.,,.

5. Vrlo vaznu karakteristiku funkcije prenosa predstavlja QO faktor kriticnog para polova
definisan izrazom:
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\o, +o,
O =——"7"" (8.50)

20,

gde se pod kriticnim parom polova podrazumeva onaj koji je najblizi imaginarnoj osi. Ova
karakteristika je vazna zbog toga S§to su za realizaciju veceg Q faktora potrebne kvalitetnije
komponente (sa manjim gubicima u pasivnoj tehnologiji 1 manjim tolerancijama u aktivnoj
tehnologiji). U slucaju digitalnih filtara, ve¢i Q faktor zahteva veci broj bita u digitalnoj reci. U
pogledu QO faktora, najbolji je Batervortov filtar, obe vrste CebiSevljevih filtara su identi¢ne, dok je
elipticki filtar najgori.

A o (dB)
15
1 [
B /ic |[c|E
05 |
0 >
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 Q
(a)
A
o (dB)

150

100

50

1 | | | | 2 | | | 3 o0
(b)
Slika 8.9 Normalizovane amplitudske karakteristike filtara sa slike 8.8:
(a) propusni opseg, (b) nepropusni opseg.

6. Sto se tice jednostavnosti realizacije, u svim tehnologijama je jednostavnije realizovati
polinomske filtre (Gija funkcija prenosa nema nule) kakvi su Batervortov i Cebisevljev, jer je
potreban manji broj elemenata u analognim realizacijama ili manji broj mnozaca u digitalnoj
relaizaciji.

7.U pogledu odstupanja od linearnosti fazne karakteristike, odnosno odstupanja
karakteristike grupnog kasnjenja od konstante, najbolji je Batervortov filtar, za njim sledi inverzni
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Cebisevljev filtar, dok Cebisevljev i elipticki filtar imaju znatno losije karakteristike naroéito u
gornjem delu propusnog opsega.

Druga vrsta poredenja razli¢itih metoda aproksimacije amplitudske karakteristike moze se
izvesti tako S§to se odreduje minimalni red funkcije koja zadovoljava trazeni gabarit. Neka je
potrebno odrediti funkeiju prenosa koja zadovoljava karakteristike: ©, =1, o, =1.5, o, =0.5 dB,
o, = 50dB. Red funkcije prenosa koja zadovoljava traZzene zahteve mora biti N =17 za
Batervortovu aproksimaciju, N =8 za Cebisevljevu i inverznu Cebisevljevu aproksimacijui N =5
za elipticku aproksimaciju. Dakle, elipticka aproksimacija daje reSenje najnizeg reda, koje je
najces¢e 1 najekonomicnije za realizaciju. Cena koja je plaéena je, naravno, losa fazna
karakteristika.

8.1.6 BESELOVA APROKSIMACIJA

U prethodna cetiri odeljka razmatrani su postupci aproksimacije idealne amplitudske
karakteristike. Aproksimacija idealne (linearne) fazne karakteristike, odnosno, konstantnog grupnog
kaSnjenja moze se ostvariti primenom tzv. Beselovih (Bessel) polinoma u formiranju funkcije
prenosa. Neka je funkcija prenosa data izrazom:

B By

H(s) = = (8.51)
N _ N
i=0
gde je B(s) Beselov polinom ¢iji su koeficijenti:
—7)!
B =N DL (8.52)
207NN =)

Analizu amplitudske karakteristike 1 karakteristike grupnog kasnjenja funkcije (8.51)
najlakse je izvrsiti koriS¢enjem Beselovih funkcija. Tako se dolazi do zakljucka da funkcija (8.51)
ima maksimalno zaravnjenu karakteristiku grupnog kasnjenja u koordinatnom pocetku. Zbog toga
je na niskim ucestanostima grupno kasnjenje prakti¢no konstantno.

Amplitudska karakteristika Beselovih filtara je monotona funkcija ucestanosti ali ima znatno
loSiju selektivnost od Batervortove funkcije prenosa. Dakle, na osnovu dosadaSnjih zapaZanja moze
se izvesti jedan vazan zakljucak: selektivne filtarske funkcije imaju loSu faznu karakteristiku 1
obratno. Ovaj zakljucak je opste prirode i vazi za sve funkcije prenosa minimalne faze (sa nulama i
polovima u levoj polovini s ravni), kod kojih su amplitudska i fazna karakteristika jednoznac¢no
povezane.

Na slici 8.10 su prikazane amplitudske karakteristike i karakteristike grupnog kaSnjenja
Beselovih filtara za N =2,3,4,5 koje su normalizovane tako da bude t(0) =1 s.

8.1.7 TRANSFORMACIJE UCESTANOSTI

U prethodnim poglavljima razmatrana je iskljucivo sinteza NF filtarskih funkcija. Pri tome
se za grani¢nu ucestanost (), najCeS¢e uzima vrednost od 1 rad/s ¢ime se dobija normalizovani ili
prototipski NF filtar. Ukoliko je potrebno sintetizovati NF filtar sa drugom grani¢nom ucestanoscu,
ili neki drugi tip filtra, mora se izvrSiti transformacija ucestanosti oblika:
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s=f(5) (8.53)

gde je s kompleksna ucestanost u funkciji prenosa normalizovanog NF filtra, dok je § kompleksna
promenljiva u funkciji prenosa posle transformacije.

A . A
T )] Dg(Q)
1 1
051 0.5
O | | | | | A O | | | | | N
0 1 2 3 4 50 0 1 2 3 4 50
(a) (b)

Slika 8.10 Beselovi filtri, N = 2, 3, 4, 5: (a) amplitudske karakteristike, (b) karakteristike grupnog kasnjenja.

8.1.7.1 Transformacija NF->NF

Neka je poznata funkcija prenosa normalizovanog NF filtra, H,, (s), ¢ije su grani¢ne
uCestanosti propusnog i nepropusnog opsega ®, 1 ®,. Neka opsta transformacija (8.53) ima oblik:

s=as (8.54)
odnosno,

§=2 (8.55)
a

Iz (8.55) se, smenama s = jo i § = j®, lako dobijaju nove vrednosti grani¢nih ucestanosti:

A 0‘)p

b, =—"= (8.56)
a

b, =2 (8.57)
a

Postupak transformacije ili denormalizacije ucestanosti se, dakle, izvodi na taj nacin §to se
prvo iz (8.56) ili (8.57) odredi denormalizaciona konstanta a, a zatim se izvr$i preslikavanje nula i
polova funkcije prenosa, prema (8.55), ili transformacija cele funkcije prema:

Hyp (8) = Hyp (S)|S=a§ (8.58)
8.1.7.2 Transformacija NF->VF
Transformacija prototipskog NF filtra u VF filtar moze se izvesti preslikavanjem:
s=2 (8.59)
s

odnosno,



8. Sinteza sistema sa beskona¢nim impulsnim odzivom 169

§=2 (8.60)
S

~ a
P
— (8.62)
()]

Postupak transformacije se izvodi tako Sto se iz (8.61) ili (8.62) odredi konstanta a, a zatim
se 1zvrsi preslikavanje nula 1 polova funkcije prenosa prema (8.60) ili transformacija cele funkcije
prema:

Hyp (8) = H g (s)) (8.63)

s=a/$§

8.1.7.3 Transformacija NF->PO

Transformacija funkcije prenosa NF filtra u funkciju prenosa propusnika opsega (PO) ¢ija je
centralna u€estanost ®, 1 Sirina propusnog opsega B, izvodi se prema formuli:

2 A2 2
s=%(§+(°0}=s 9% (8.64)

§ Bs

odnosno,
815 :%(Bsir«/# 2 —4m§) (8.65)

Smenama s=jo i §=j® dobijaju se preslikane grani¢ne ucestanosti propusnog i

D, :%(iwaJr,/@;Bz +40; ) (8.66)
&y, :%(imth/coiBz T 402 ) (8.67)

Transformacija se izvodi tako Sto se izvrSi preslikavanje nula i polova funkcije prenosa

nepropusnog opsega:

prema (8.65) ili, ¢es¢e, transformacijom cele funkcije prema:

Hpo(8) = H e (s)| _+0} (8.68)
Bs

Iz jednacine (8.64) se vidi da se transformacijom NF filtra u propusnik opsega ucestanosti
udvostrucava red funkcije prenosa. To znaci da se ovakvom transformacijom mogu dobiti samo
funkcije prenosa parnog reda. Osim toga, opisana transformacija uvodi joS jedno ogranicenje. 1z
jednacina (8.66) 1 (8.67) se lako dobija da vazi jednakost:

A A Ao _ 2
mplo‘)pZ = 0,10, = W (869)

koja se naziva uslov geometrijske simetrije granicnih ucestanosti.
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8.1.7.4 Transformacija NF->NO

Transformacija funkcije prenosa NF filtra u funkciju prenosa nepropusnika opsega (NO),
¢ija je centralna ucestanost ®, 1 Sirina nepropusnog opsega B, izvodi se prema formuli:

S +(DO

S =%(BJ_H/BZ —403(2)s2) 8.71)

Smenama s= jo i §=j® dobijaju se preslikane grani¢ne ucestanosti propusnog i

01,005 = 201) (B+1/B + 402 2) (8.72)
‘bal"baz_z; (B+«/B F 4ol 2) (8.73)

Transformacija se izvodi tako Sto se izvrSi preslikavanje nula i polova funkcije prenosa

odnosno,

nepropusnog opsega:

prema (8.71) ili, ¢eSc¢e, transformacijom cele funkcije prema:

H o (8)=Hp (5)] _ (8.74)

s2+000

I ova transformacija ucestanosti udvostrucava red funkcije prenosa. Takode vazi ogranicenje
da funkcija prenosa moze biti samo parnog reda i uslov geometrijske simetrije grani¢nih
ucestanosti.

8.2 IMPULSNO INVARIJANTNA TRANSFORMACIJA

Osnovna ideja primenjena kod impulsno invarijantne transformacije analogne funkcije
prenosa je da se impulsni odziv diskretnog sistema /4[n] dobije diskretizacijom impulsnog odziva
analognog sistema /,(?), tj.

h[n]l=h,(nT), n=0,1,... (8.75)
gde je T perioda odabiranja.

Interesantno je ispitati Sta se deSava u frekvencijskom domenu. Na osnovu relacije (3.11)
spektar diskretnog signala A[n], koji ujedno predstavlja 1 frekvencijski odziv diskretnog sistema
H(e’?), dat je izrazom:

H(ejQ)— _ZH[ (0+ko,) ] ZH{ (Q 2;“)} (8.76)

Dakle, frekvencijski odziv diskretnog sistema predstavlja sumu periodicno ponovljenih
frekvencijskih spektara analognog sistema. Ako je:

(8.77)
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onda je:
wH jlo+ko )|=0, o <— (8.78)
a S Q)
=
pa se konacno dobija:
; 1 . 1 jQ ®
HE™==H =—H | L2 <—= ,
@)=, (j0) =, (22, Jol= 879)

odnosno, frekvencijski odziv diskretnog sistema dobijenog impulsno invarijantnom transforma-
cijom analognog sistema razlikuje se samo za multiplikativnu konstantu od frekvencijskog odziva
analognog sistema, ako je zadovoljen uslov da je frekvencijski odziv analognog sistema ogranicen,
a ucestanost odabiranja je bar dva puta veca od najvise komponente u spektru analognog sistema.

Kada je uslov za primenu impulsno invarijantne transformacije (8.77) zadovoljen, 1 ako su
polovi analogne funkcije prenosa prosti, moze se pisati:

Ny
H,(s)=) —— (8.80)
i=1 ST Pi
Impulsni odziv analognog sistema odreduje se primenom inverzne Laplasove transformacije
¢ime se dobija:
N
h ()= Ae"" (8.81)
i=1
Iz uslova (8.75) sledi:
N
h,(nT)=hn]=> A" (8.82)
i=1

Primenom z-transformacije na (8.82), kona¢no se dobija funkcija prenosa diskretnog
sistema:

H(z)=§: 4z ____ N (8.83)

nT N
1 Z—e .
i=1 | I(Z_ep,T)
i=1

Iz 1zraza (8.83) se vidi da se polovi analognog sistema p, preslikavaju u polove digitalnog
sistema z, prema formuli:

Zi = epiT = e(ci+j0)i)T (8.84)

dok se polozaj nula diskretnog sistema ne moze predvideti. Treba primetiti da preslikavanje (8.84)
nije obostrano jednozna¢no. Svaka tacka iz analognog s domena jednoznacno se preslikava u z
domen, ali obrnuto ne vazi. Naime, jedna tacka iz z domena, z; = rl-ej O preslikava se u skup tacaka
p; =Inr/T+ j(0, +2kn)/T, koje leze na pravoj koja je paralelna sa imaginarnom osom.

Preslikavanje (8.84) zadovoljava sve tri trazene osobine. Posto konjugovano kompleksni par
polova iz s ravni preslikavanjem (8.84) daje konjugovano kompleksni par polova u z ravni,
koeficijenti diskretne funkcije prenosa su realni, tj. transformacija je racionalna. Transformacija je
takode stabilna jer se polovi stabilnog analognog sistema, kod kojih je o, <0, preslikavaju u polove
diskretnog sistema unutar jedini¢nog kruga. Trece, ne povecava se red funkcije prenosa.
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Kod impulsno invarijantne transformacije, veza izmedu analogne ucestanosti ® 1 digitalne
udestanosti Q je linearna, tj. Q=7 =2nf/f, =2nF, gde je F normalizovana udestanost. Dakle,
ako je zadovoljen uslov ograni¢enosti frekvencijskog odziva (8.77), amplitudska 1 fazna
karakteristika analognog sistema su ocCuvane preslikavanjem. Na Zzalost, neke vazne klase
selektivnih filtarskih funkcija, kao $to su, na primer, propusnici visokih u¢estanosti i nepropusnici
opsega, ne mogu se korektno preslikati impulsno invarijantnom transformacijom jer ne
zadovoljavaju uslov ograni¢enosti frekvencijskog odziva (8.77). Impulsno invarijantna
transformacija takode nije pogodna ni za preslikavanje eliptickih filtarskih funkcija jer uslov (8.77)
ne moze biti zadovoljen izborom dovoljno visoke u¢estanosti odabiranja.

Kao ilustraciju primene impulsno invarijantne transformacije u sintezi IIR filtarskih funkcija
posmatrajmo preslikavanje u digitalni filtar normalizovanog analognog Cebisevljevog NF filtra
petog reda cija je grani¢na ucestanost ®, =1, a maksimalno slabljenje u propusnom opsegu
0.25 dB. Polovi analogne Cebisevljeve funkcije prenosa leze u tadkama: -0.13503 + j1.03788,
-0.35350 £;0.64145 1-0.43695 tako da razvoj u parcijalne razlomke ima oblik:

052521 N 0.09090 + ;0.11842 N 0.09090 — ;j0.11842 N —0.35350 - ;0.19481 N —0.3535+ j0.19481
s+043695 5+013503— ;103788 s+ 013503+ j1.03788 s+40.35350—,0.64145 s+0.35350+ j0.64145

H(s) =

Neka je perioda odabiranja 7' =1 s, tako da je veza izmedu analogne 1 digitalne ucestanosti
o=CQ. Uslov ograni¢enosti amplitudske karakteristike (8.77) je u ovom slucaju vrlo dobro
zadovoljen jer je na Nikvistovoj udestanosti ®,/2=n vrednost amplitudske karakteristike
Cebisevljevog filtra jednaka 9.6-10™* (x~—60 dB). Posle transformacije polova prema (8.84),
dobijaju se polovi diskretne funkcije prenosa u tackama: 0.44388 £ j0.75253, 0.56264 +;0.42018 1
0.64600, tako da se koris¢enjem jednacine (8.83) konacno dobija:

H(z) = 052521 N 0.09090 + j0.11842 N 0.09090 — j0.11842 N —0.3535—-;0.19481
1-0646z7"  1-(044388 - 0.75253)z""  1-(0.44388+ j0.75253)z™"  1-(0.56264 — j0.42018)z""

. —03535+,019481  _ 0.01354z7" + 01825622 + 024122z +0.03155z*
1- (056264 + j042018)z™"  1-4.99293z7" +11.32454272 — 1462309z +10935z™* —4.11238z~°

Na slici 8.11 su prikazane amplitudske karakteristike analognog i diskretnog filtra koje su
prakti¢no identi¢ne. Naravno, karakteristika diskretnog filtra je periodi¢na sa periodom 27.

A
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0.4

0.2

Diskretni filtar, T=2s
/ Diskretni filtar, T=1s
Analogni filtar

0 0.5 1 15 2 25 3 =0T

0

Slika 8.11 Preslikavanje CebiSevljevog filtra impulsno invarijantnom transformacijom.
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Ako je perioda odabiranja dvostruko veca, vrednost amplitudske karakteristike na
Nikvistovoj uGestanosti se poveéava na 4.9-107 (= —26 dB) pa je uticaj preklapanja u spektralnom
domenu veci. Zbog toga se amplitudska karakteristika izobliCava, naroCito u blizini Nikvistove
ucestanosti. I ova karakteristika je prikazana na slici 8.11.

U drugom primeru posmatratemo preslikavanje normalizovanog analognog eliptickog NF
filtra petog reda sa maksimalnim slabljenjem u propusnom opsegu od 0.25 dB i minimalnim
slabljenjem u nepropusnom opsegu od 30 dB u digitalni filtar. Perioda odabiranja je ponovo
izabrana da bude 7 =1 s, tako da je veza izmedu analogne i digitalne ucestanosti w = Q. Uslov
ograni¢enosti amplitudske karakteristike (8.77) u ovom slucaju nije dobro zadovoljen jer je na
Nikvistovoj uCestanosti ®,/2=m vrednost amplitudske karakteristike eliptickog filtra manja ili
jednaka 3.16-107 (= —-30 dB). Na slici 8.12 su prikazane amplitudske karakteristike analognog i
diskretnog filtra. Sa slike se mogu uociti znatne razlike u propusnom i nepropusnom opsegu koje su
posledica preklapanja u frekvencijskom domenu.

A -
[HG)I
H(elo
l M
0.8 r
0.6 +
04
02 | . .
Diskretni filtar, T=1s
Analogni filtar
0 : : : ‘ >
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 Qo

Slika 8.12 Preslikavanje eliptickog filtra impulsno invarijantnom transformacijom.

8.2.1 MODIFIKOVANA IMPULSNO INVARIJANTNA TRANSFORMACIJA

Kada je funkcija prenosa analognog sistema racionalna, obi¢no je teSko zadovoljiti uslov
ogranicenosti frekvencijskog odziva (8.77). Modifikacija impulsno invarijantne transformacije koja
¢e biti opisana u narednom izlaganju upravo ima za cilj da proSiri opseg primene impulsno
invarijantne transformacije na filtarske funkcije sa kona¢nim nulama funkcije prenosa.

Neka je funkcija prenosa analognog sistema:

M
Mz H(S_Si)

HO i=1
Dis) l_N[(S_pi)
i=1

gde je M <N, s; su nule sistema, dok su p; polovi sistema. Funkcija H,(s) moZe se napisati u
obliku:

H,(s)=H, (8.85)
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H, ()= Hy 5 Hu(9) (8.86)
a2 ( )
odakle se, poredenjem sa (8.85), mogu identifikovati pomoc¢ne funkcije prenosa H,,(s) 1 H,,(s):
1
H =— 8.87
al (S) D(S) ( )
s) = 8.88
a2( ) N( ) ( )

za koje se, poSto imaju samo imenilac, sigurno moze izabrati ucestanost diskretizacije tako da uslov
ograniCenosti frekvencijskog odziva (8.77) bude zadovoljen. Dakle, preslikavanjem funkcija H,,(s)

H ,(s), odnosno nula 1 polova funkcije H,(s), pomo¢u impulsno invarijantne transformacije
dobijaju se diskretne funkcije prenosa H,(z) i H,(z) kao:

v Az Ni(2)
H(z)= lez o7 " D) (8.89)
Hy(z)= f BZ _ M) (8.90)

i= IZ e DZ(Z)

za koje vazi:

: 1 . 1 jQ ®
H(e)==H (jo)=—H | == |, |o|<—= 8.91
1€ T al(] ) T al( T j | > ( )

: 1 . 1 jQ ()
H,(e™)==H ,(jo)=—H ,| ==, |o/<— 8.92
G T az(J ) T aZ( Tj | ) ( )

Dakle, preslikavanjem se dobija funkcija prenosa:

H() _y MEDE) _y M) L H(

H(z)=H, (8.93)
H,(2) N,(2)D,(2) N,(2) 1 [Tz—e"")
za koju prema (8.91) 1 (8.92) vazi:
ay_ 4 H(e®) (JQ)
H(e™)=H, R =H, (jo)=H, T (8.94)

Medutim, opisana transformacija, mada resava problem preslikavanja racionalnih funkcija,
ima i1 dva vazna nedostatka. Prvi se ogleda u ¢injenici da dobijena funkcija prenosa moze biti
nestabilna. Naime, polinom D, (z) sigurno ima korenove unutar jedini¢nog kruga jer se oni dobijaju
preslikavanjem polova analogne funkcije prenosa. S druge strane, poloZaj korenova polinoma
N,(z) se ne mozZe kontrolisati, tako da se deo polova moze na¢i izvan jedini¢nog kruga. U tom
sluaju se moze postupiti na slede¢i nacin. Uticaj realnog pola z; na amplitudsku karakteristiku
prikazan je faktorom:
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Q
‘(e'l _Zi)‘ = |Zi|

(8.95)

e e e T
Z; Z; Z;

dok se, na slican nacin, uticaj konjugovano kompleksnog para polova z, i z moZe prikazati

oo L go_1
Z Z;F

Kao $to se vidi, u oba slucaja polovi funkcije H(z) izvan jedini¢nog kruga se mogu
zameniti svojim reciprocnim vrednostima bez uticaja na amplitudsku karakteristiku. Fazna
karakteristika se, naravno, menja. Ako neki od polova lezi na jedinicnom krugu, korekcija se vrsi

izrazom:

(7 =z = z))| = =.f (8.96)

malim smanjivanjem njegovog modula ¢ime se malo utiCe i na amplitudsku i na faznu
karakteristiku.

Drugi nedostatak opisanog metoda lezi u €injenici da je red diskretne funkcije prenosa H(z)
povecan skoro dvostruko u odnosu na analognu funkciju prenosa H (s).

8.2.2 USKLADENA Z-TRANSFORMACIJA

Drugi metod za prosirenje oblasti primene impulsno invarijantne transformacije predstavlja
uskladena z-transformacija. lako je ovaj metod formulisan nezavisno od prethodno opisane
modifikovane impulsno invarijantne transformacije [G-13], do izraza za preslikavanje pomocu
uskladene z-transformacije najlakSe se dolazi polaze¢i od izraza za funkciju prenosa dobijenu
modifikovanom impulsno invarijantnom transformacijom (8.93). Ispitivanjem izraza (8.93) moze se
zakljuciti da je uticaj faktora N,(z)/N,(z) relativno mali i da se moZe uspe$no aproksimirati
faktorom (z +1)" gde je L= N — M. Tako se za diskretnu funkciju prenosa dobija:

M
H(Z_eS,-T)

H(z)= Hy(z+ 1P (8.97)

H (z— epiT)
i=1

Uskladena z-transformacija daje odli¢ne rezultate kod preslikavanja VF 1 NO filtarskih
funkcija. Nedostatak ovog metoda je §to uvek postoji malo izobli¢enje amplitudske karakteristike,
$to moze biti od znacaja u propusnom opsegu Cebisevljevih ili eliptickih filtara. Zbog toga se za
preslikavanje NF i PO filtarskih funkcija radije koristi modifikovana impulsno invarijantna
transformacija.

8.3 BILINEARNA TRANSFORMACIJA

Bilinearna transformacija predstavlja danas najeS¢e koriS¢eni metod preslikavanja
analognih u diskretne funkcije prenosa. Osnovna pretpostavka na kojoj je zasnovana ova
transformacija je da vremenski odzivi analognog i diskretnog integratora na proizvoljnu pobudu
budu isti u diskretnim trenucima vremena.

U izvodenju bilinearne transformacije polazi se od funkcije prenosa idealnog analognog
integratora:
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Ho(s) =~ (8.98)
N
¢iji je impulsni odziv:
> +
hy=41 120 (8.99)
0 £<0"

a odziv na proizvoljnu pobudu je dat konvolucionim integralom:
t
() = j x(Vhy (t —1)dr (8.100)
0

Neka je 0" <t <¢, <t,. Tada vazi:

] 5]

Y(ty)— (1) = j x(Vhy (ty — t)dr - jx(r)h (1 —Ddt = j x(t)dt (8.101)
0 0 4

jer je u posmatranom intervalu vremena #4,(t, —t) = h;(¢, —t)=1. Ako je ¢, = t, onda se vrednost

integrala na desnoj strani jednacine (8.101) moze aproksimirati izrazom:

L=t
2

y(ty) = y(t) = [x (1) +x(2;)] (8.102)

Neka je, konacno, ¢, =nT—T, t, =nT. Onda izraz (8.102) postaje diferencna jednacina:

yv(nT)—y(nT—-T)= g[x(nT— T) +x(nT)]

(8.103)
Primenom z-transformacije na (8.103) dobija se:
1 Tr
Y(z)-z'Y(z2) = E[z X(2)+ X(z)] (8.104)
odakle se lako dobija funkcija prenosa diskretnog integratora:
H(s=YE) Tzl (8.105)
X(z) 2z-1
Dakle, funkcija prenosa analognog integratora (8.98) se smenom:
g=2271 (8.106)
Tz+1

preslikava u funkciju prenosa diskretnog integratora (8.105).

Preslikavanje (8.106) ima mnogo op$tiji znacaj. Naime, svaka analogna funkcija prenosa
moze se predstaviti pomoc¢u dijagrama toka u kome eksplicitno figuriSu grane sa integratorima ¢iji
su prenosi jedine veli¢ine koje zavise od u€estanosti. Ako se u dijagramu toka izvr$i transformacija
analognih u diskretne integratore, dobija se dijagram toka odgovarajuceg diskretnog sistema cija je
funkcija prenosa:

H(z)=H,(s) _2=-1 (8.107)
T z+1

Odziv na proizvoljnu pobudu diskretnog sistema je priblizno jednak odzivu analognog

sistema od koga je dobijen transformacijom.
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Transformacija (8.106) je racionalna transformacija, jer se promenljiva s transformiSe u
koli¢nik dve linearne funkcije promenljive z. Zbog toga se transformacija (8.106) naziva bilinearna
transformacija ili Tustinova transformacija po autoru koji je prvi predlozio [S-25]. S obzirom na
veliki znacaj i primenu bilinearne transformacije u sintezi IIR diskretnih sistema, u narednom
izlaganju ¢e biti detaljno analizirane osobine bilinearne transformacije.

Ocigledno je da je bilinearna transformacija racionalna transformacija koja ne povecava red
funkcije prenosa. Interesantno je utvrditi stabilnost bilinearne transformacije. Iz (8.106) se dobija:

_2/T+s

by (8.108)

Kada se u dobijenu relaciju smeni s =6+ jo, za moduo kompleksne promenljive z se
dobija:

/2
(2/T + 0)2 +

(2/T-o) +0°

|| =

(8.109)

Iz relacije (8.109) se lako uocavaju sledece Cinjenice:

1. Imaginarna osa u s-ravni (o = 0) se preslikava u jedini¢ni krug u z-ravni (|z| =1).

2. Leva polovina s-ravni (o < 0) se preslikava unutar jedini¢nog kruga u z-ravni (|z| <1).
3. Desna polovina s-ravni (G > 0) se preslikava izvan jedini¢nog kruga u z-ravni (|z| >1).
4. Koordinatni pocetak iz s-ravni (s = 0+ j0) se preslikava u tatku z =1+ ;0 u z-ravni.
5. Tacka u beskonacnosti iz s-ravni (s = o) se preslikava u tacku z = -1+ j0 u z-ravni.
Opisana svojstva bilinearne transformacije graficki su prikazana na slici 8.13.

s-ravan 4 jQ z-ravan A

=
W -

Slika 8.13 Preslikavanje s-ravni u z-ravan bilinearnom transformacijom.

My
v

S obzirom da se osa uCestanosti analogne s-ravni preslikava u jedini¢ni krug u z-ravni na
kome je definisana diskretna ucestanost, interesantno je pronaci vezu izmedu ucestanosti u
analognom sistemu 1 diskretnom sistemu koji je dobijen bilinearnom transformacijom. Smenom
s=joiz=e’" u(8.106) dobija se:

o _ Q2 _ -j92
jo=28 1l _2¢ "¢’ (8.110)
Te®+1 T e +e/??
odnosno,
w=%tan% (8.111)

Kao $to se vidi, transformacija analogne uc€estanosti u digitalnu je nelinearna. Ova pojava
nije neocekivana jer se, na primer, ceo pozitivni deo imaginarne ose preslikava u gornju polovinu
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jedini¢nog kruga. Samo u opsegu ucestanosti 0 <Q<0.3 transformacija ucestanosti je priblizno
linearna, ® ~ Q/T . Kako je prema (8.107):

HE)=H,(jo) 2 o (8.112)
T 2

za odredeni par ucestanosti (m, Q) amplitudska i fazna karakteristika su iste. Medutim, zbog
nelinearne transformacije ucestanosti, amplitudska i fazna karakteristika su izoblicene. 1zobli¢enja
amplitudske karakteristike nisu bitna ako su gabariti za amplitudsku karakteristiku zadati kao niz
segmenata konstantne vrednosti amplitude. Naime, posle bilinearne transformacije, vrednosti
amplitude ostaju iste samo se menja polozaj maksimuma i minimuma amplitudske karakteristike.
Izobli¢enja fazne karakteristike takode nisu vazna ako se radi o preslikavanju funkcije prenosa koja
je dobijena nekom od aproksimacija amplitudske karakteristike gde se ni u analognom domenu ne
vodi racuna o fazi. Najvazniji slucajevi kada su nelinearna izoblienja ucestanosti koja unosi
bilinearna transformacija bitna su preslikavanja analognih diferencijatora i analognih filtara sa
linearnom faznom karakteristikom u diskretni domen. U tim sluc¢ajevima se bilinearna
transformacija ne koristi za preslikavanje analognih funkcija prenosa, jer se bolji rezultati dobijaju
nekom od varijanti impulsno invarijantne transformacije.

Kod preslikavanja selektivnih filtarskih funkcija, gde fazna karakteristika nije od interesa,
efekat distorzije skale ucestanosti se moze eliminisati predistorzijom karakteristike analognog filtra.
Ako su karakteristiéne udestanosti u specifikacijama diskretnog sistema Q,,Q,,... odgovarajuce
karakteristi¢ne u¢estanosti u specifikacijama analognog sistema date su sa:

o, =£tan&, i=12,... (8.113)
T 2
Dakle, ako se analogni filtar projektuje tako da zadovolji specifikacije sa karakteristicnim
ucestanostima ®,,®,,..., posle preslikavanja bilinearnom transformacijom diskretni sistem c¢e
zadovoljavati specifikacije sa trazenim karakteristiénim uéestanostima Q,,Q,,....

Bilinearna transformacija sa predistorzijom ucestanosti se vrlo ¢esto primenjuje u sintezi [IR
filtarskih funkcija. U slucajevima sinteze filtarskih funkcija kada su gabariti amplitudske
karakteristike zadati segmentima konstantne vrednosti ili kada fazna karakteristika nije od interesa,
a to ¢ini oko 90% prakti¢nih slucajeva sinteze, koristi se bilinearna transformacija. Medutim, u
praksi se bilinearna transformacija funkcije prenosa retko vr§i primenom izraza (8.107) vec se
znatno ¢eSce koristi preslikavanje nula i polova funkcije prenosa pomocu jednacine (8.108). Ako se
nule i polovi analogne funkcije prenosa u; i s; bilinearnom transformacijom (8.108) preslikavaju u
nule 1 polove diskretne funkcije prenosa z; 1 p; onda se iz (8.107) dobija:

M M
H(S_ui) H(Z_Z[)

H(z)=H,(s)| _2:1 = Hy, 5— = Hy (z+)" M= —— (8.114)
T z+1
" H(S_Si) . H(Z_pi)
i=1 S=?; i=1

S obzirom na znafaj ovog metoda preslikavanja, u odeljku 8.5 detaljnije ¢e biti opisana
primena postupka predistorzije u sintezi funkcija prenosa NF, VF, PO 1 NO tipa na osnovu zadatih
specifikacija.
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8.4 TRANSFORMACIJE UCESTANOSTI U DISKRETNOM DOMENU

Preslikavanje funkcije prenosa NF tipa u druge tipove funkcije moZe se obaviti i u
diskretnom domenu. U daljem tekstu bi¢e opisane neke takve korisne transformacije koje su
zasnovane na primeni opste transformacije:

m

z=f(5)=e""
&=l

A *
Z—aq

(8.115)

gde su n i m celi brojevi, dok su g; i @, konjugovano kompleksne konstante. Preslikavanje (8.115)
preslikava jedini¢ni krug iz z ravni u jedini¢ni krug u Z ravni, unutra$njost jedini¢nog kruga iz z
ravni u unutras$njost jediniénog kruga u Z ravni, dok se spoljasnjost jedini¢nog kruga iz z ravni
preslikava u spoljas$njost jedini¢énog kruga u Z ravni. Zbog toga je stabilnost funkcija prenosa
oCuvana prilikom preslikavanja.

8.4.1 Transformacija NF->NF

Transformacija NF funkcije prenosa u NF funkciju prenosa izvodi se radi promene
grani¢nih ucestanosti. Neka je grani¢na uCestanost propusnog opsega funkcije koja se transformise
® P a grani¢na ucestan0.5t propusnoghopsega posle transforme'lcue ® p Preshkavar.lje je prikazano na
slici 8.14. Posto se menja samo grani¢na ucestanost, u opstoj formuli (8.115) uzima se za vrednost
parametra m, m = 1, tj. transformacija je bilinearna i svodi se na:

A *
z—d

z=e/""

— (8.116)
1—az

A . A
Z ravan Z ravan B'

B A
®p /(’Jp
A c' A')
-®
p ~
K / &g/

Slika 8.14 Transformacija NF—-NF.

C

Nepoznati parametri » 1 @ mogu se odrediti na slede¢i na¢in. U tackama A 1 A’ ima se
z=2z=1, dok je u tatkama C i C’' z=2Z=-1. ReSavanjem sistema od dve jednaine dobijaju se
reSenjazania:

n=0, a=a" =a (8.117)
tako da je konacno:
z=2"% (8.118)
l-oz

~ Vrednost parametra o odreduje se postavljanjem jednacine za tacke B i B' gde je z= e’ i

A iQ weee v . ..
Z=¢’"", &ijim se reSavanjem dobija:
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sin—~>—2~
a=Q—2ﬁ (8.119)
+
sin —~—7
2

8.4.2 Transformacija NF->VF

I u ovom slucaju propusni opseg se preslikava u jedan propusni opseg, tako da je m=1.
Resavanjem jednacina postavljenih za tatke A1 A’, C1i C’, nasslici 8.15, dobija se:

n=1, a=a"=a (8.120)
tako da je:
z=—2—¢ (8.121)
l-az

dok se vrednost parametra o odreduje postavljanjem jednacine za tacke B 1 B’, ¢ijim se reSavanjem
dobija:

o=—2 (8.122)

A A

Z ravan B'

A
B A

/% / ®p

Ay C’ A >

-

p A

K D \y

e

Slika 8.15 Transformacija NF—VF.

Z ravan

C

8.4.3 Transformacija NF->PO

U slucaju transformacije NF filtra u propusnik opsega ucestanosti, propusni opseg se
preslikava u dva propusna opsega, kao na slici 8.16. Zbog toga je vrednost parametra m =2, pa je
transformacija bikvadratna i ima oblik:

(8.123)

gde su B iy realne konstante.
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~ A
Z ravan B'

A
B A
op ®Op2\ p'
A c' Op1) A -
Nl ~ Ve
—®
K _(Dp K ~ P Du

-_(’Op

A
Z ravan

C

B"

Slika 8.16 Transformacija NF—>PO.

Postavljanjem jednacine za ta¢ke C i C’, dobija se resenje n =1 (/"™ = —1). Postavljanjem i
reSavanjem jednacina za tacke B1 B’ i D 1 D', dobijaju se vrednosti za parametre 3 iy kao:
2o

S 8.124
b I+k ( )
k-1
= - 8.125
! k+1 ( )
gde je:
costﬁQp1
o= 2 (8.126)
cosQ”z_Q”1
2
Q  O,-0
k =tan 2pcot ”22 2l (8.127)

8.4.4 Transformacija NF->NO

I u slucaju transformacije NF filtra u nepropusnik opsega ucestanosti propusni opseg se
preslikava u dva propusna opsega kao na slici 8.17. Zato je m =2, transformacija je bikvadratna i
data je jednacinom (8.123), kao u prethodnom slucaju.

A n A
Z ravan Z ravan B'

—-® — N
3 P2 L&

Slika 8.17 Transformacija NF5NO.

C

Postavljanjem jednaéine za ta¢ke C i C', dobija se resenje n =0 (e/"™ =1). Postavljanjem i
reSavanjem jednacina za tacke B1 B’ 1 D i D’, dobijaju se vrednosti za parametre 3 i y kao:
2a

— 8.128
1+ % ( )

B=
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v =% (8.129)
gde je:
cos_r* 7t 2,
o=—2 (8.130)
cos 2,
2
Q D, -0
k = tan—2tan—22—21 (8.131)
2 2

Kao §to se vidi, transformacija u¢estanosti moze biti izvrSena u analognom domenu, kao u
odeljku 8.1.7, ili pak pomocu opisanih transformacija u diskretnom domenu. Ako se za
preslikavanje koristi bilinearna transformacija, rezultat koji se dobija je isti, nezavisno od izabranog
metoda za prelaz sa NF funkcije na Zeljeni tip funkcije prenosa. Medutim, ako se za preslikavanje
koristi impulsno invarijantna transformacija, rezultat nece biti isti, ¢ak moze biti 1 nekorektan. Na
primer, ako treba projektovati VF filtar, transformacija NF—VF se ne sme izvrsiti u analognom
domenu, jer posle toga nisu zadovoljeni uslovi za primenu impulsno invarijantne transformacije. U
takvom slucaju, bolje je primeniti impulsno invarijantnu transformaciju za preslikavanje analognog
NF filtra u diskretni NF filtar, a zatim primeniti NF—>VF diskretnu transformaciju za dobijanje
trazene funkcije prenosa.

8.5 PROJEKTOVANJE NA OSNOVU ZADATIH SPECIFIKACIJA

Kao §to je ve¢ receno, bilinearna transformacija predstavlja osnovni alat za projektovanje
diskretnih sistema sa beskonac¢nim impulsnim odzivom. Proces projektovanja diskretnog sistema
pomocu bilinearne transformacije moze se podeliti u Sest faza:

1. Zadavanje specifikacija u diskretnom domenu i predistorzija karakteristicnih u¢estanosti
ﬁp i Q, u udestanosti 0,10,

2. Odredivanje reda N i sinteza analognog filtra na osnovu specifikacija o ,, a.,, ® , 1 ©,,

3. Transformacija nula i polova analognog filtra u nule i polove diskretnog filtra pomoc¢u
relacije (8.108),

4. Izracunavanje multiplikativne konstante H,, iz H(1) = H,(0) ili slicnog uslova,

5. Formiranje H(z) na osnovu (8.114)

6. Preslikavanje H(z) u drugi tip funkcije prenosa, ukoliko nije izvrSeno u fazi 2.

S obzirom na izvesne razlike i probleme koji mogu nastati u postupku predistorzije razli¢itih
tipova filtarskih funkcija, u daljem tekstu ¢e biti detaljnije razmotren postupak predistorzije za Cetiri
osnovna tipa filtarskih funkcija.
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8.5.1 Predistorzija karakteristi¢nih ucestanosti NF filtra

Grani¢ne ucestanosti diskretne NF funkcije prenosa ﬁp i Q, preslikavaju se, prema (8.113),
u grani¢ne ucestanosti analogne funkcije prenosa ® , 1 ®,;:

Q
®, :%tanTP (8.132)
@, =%tan g; (8.133)

Lako je utvrditi da vazi nejednakost:

a

— tan
D 2 % (8.134)
0]

P

S
o]

o]

tan —= P

odnosno, da je strmina amplitudske karakteristike analognog filtra manja od strmine amplitudske
karakteristike diskretnog filtra dobijenog bilinearnom transfromacijom. Ova cinjenica moze za
posledicu da ima manji potreban red funkcije prenosa.

Posto se NF filtri obi¢no projektuju, ili su im vrednosti tabelisane, za grani¢nu ucestanost
propusnog opsega ®, =1, mora se izvrSiti dodatno skaliranje ucestanosti u analognom domenu, t;.
preslikavanje NF—-NF prema (8.54), odnosno:

O=an (8.135)
Dakle, iz (8.132) 1 (8.133) se koris¢enjem (8.135) dobija:
. 2 Q
O, =—atan—= 8.136
Pr 2 ( )
o, =£atan 9, (8.137)
T 2

Vrednost parametra a, koja je potrebna u postupku denormalizacije nula 1 polova, dobija se
iz (8.136) kao:

~

T(op_
Q

2tan —~
2

a=

(8.138)

gde parametar &, (grani¢na ucestanost propusnog opsega prototipskog NF filtra) zavisi od metoda
aproksimacije (najéesce je , =1).

Za odredivanje reda filtra potrebno je odrediti parametar £, koji je u ovom slucaju:

e (8.139)
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8.5.2 Predistorzija karakteristi¢nih ucestanosti VF filtra

I u slucaju VF filtra, grani¢ne ucestanosti diskretne VF funkcije prenosa ﬁp i Q
preslikavaju se u grani¢ne ucestanosti analogne funkcije prenosa ®, i ®, koriS¢enjem izraza
(8.132) 1 (8.133). Medutim, pri odredivanju grani¢nih ucestanosti prototipskog NF filtra, umesto
(8.54) koristi se preslikavanje (8.59) tako da se dobija:

&= (8.140)
)
Zbog toga je:
~ a
0, =— 8.141
T E (8.141)
—tan——
T
odnosno,
2(73ptan7p
a=—"-" 8.142
7 (8.142)
dok je,
~ —  tan—~
®
o=t = Lo _ 52 (8.143)
0, ®
“ 7 tan—
2

8.5.3 Predistorzija karakteristicnih ucestanosti PO filtra

Predistorzija karakteristicnih ucestanosti filtra propusnika opsega ucestanosti i odredivanje
karakteristi¢nih ucestanosti prototipskog NF filtra nesto su komplikovaniji nego u prethodna dva

sluCaja. Grani¢ne ucestanosti diskretne PO funkcije prenosa Q;, Q,,, Q,, i Q,, preslikavaju se u

grani¢ne ucestanosti analogne funkcije prenosa ® ,;, ® 5, ®,; 1 ®,, kori§¢enjem izraza:
2 _Q,
o, =—tan—"-, i=12 (8.144)
T 2
_ 2. Q,
0, =—tan—"=, i=12 (8.145)
T 2

Na osnovu preslikanih grani¢nih ucestanosti izraCunavaju se konstante K ,, K, 1 K, koje
¢e biti koriS¢ene u postupku odredivanja parametara prototipskog NF filtra, na slede¢i nacin:

Q
K, =tan 2*"2 —tan 2p1 (8.146)
Q Q
K, =tan 2”1 ‘[anTp2 (8.147)

K, = tan%tan% (8.148)
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Preslikavanje ucestanosti analognog PO filtra u ucestanost prototipskog NF filtra se,
medutim, izvodi prema relaciji (8.64) koja je kvadratnog karaktera:

—2
@:l[a—@J (8.149)
odnosno, veza izmedu grani¢nih ucestanosti prototipskog NF filtra i analognog PO filtra je, prema
(8.66) 1 (8.67):
B0, = %(i(pr + oL B + 43 | (8.150)
®,,0,, zé(i&a3+«/&232+4c_oé) (8.151)

gde je:
B®, =0, -0, (8.152)
B®, =, -, (8.153)
@ = 0,0, =0,0, (8.154)

Uslov (8.154) koji poti¢e od kvadratnog karaktera preslikavanja (8.149) naziva se uslov
geometrijske simetrije. S obzirom da su uCestanosti Q ;, Q ,, Q,, i Q,,, odnosno ucestanosti ® ,,,
® 5, ®, 1 ®,, unapred zadate, uslov (8.154) je retko zadovoljen. Uobicajeno je da se vrednosti za
®, 1 ®, odrede prema (8.144), da se jedna od ucestanosti ®,,, ili ®,, odredi prema (8.145), dok
se druga grani¢na ucestanost nepropusnog opsega izabere tako da uslov geometrijske simetrije

(8.154) bude zadovoljen.
Iz (8.152) 1 (8.144) 1 (8.146) sledi:

B= Ot _ = (8.155)

@, T®, T®,
Takode, iz (8.154), (8.144), (8.145) i (8.147) sledi:
Q
2\/tan Pl tan—2%
— _ == 2 2 _ 2K,
Wy =4/ 0, @, = T = 7 (8.156)

Ako je ®,0,, <®,0,, (Kz<Kc), granicna ufestanost gornjeg nepropusnog opsega se
bira tako da bude ®;, =, ®,,, gde je ®., <®,,. Time se specifikacije ¢ine stroZijim jer se strmina
amplitudske karakteristike u gornjoj prelaznoj zoni poveéava. Onda iz (8.153) sledi:

Bo, 2K,2, O

2 2
0
1 @ &2 — & @j KB_(;tan 21j
——(—O—am}: 0 =% _ (8.157)

al al

Té,

odakle je:
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k, :N—":—ZQ (8.158)
P K, —tan27‘“

Ako je ®,®,, >®,0,, (Kz> Kc), grani¢na uCestanost donjeg nepropusnog opsega se bira
tako da bude ®, =®/®,, gde je ®,, >, . Time se specifikacije takode ¢ine strozijim, jer se
strmina amplitudske karakteristike u donjoj prelaznoj zoni povecava. 1z (8.153) sledi:

2 2
2. Q, 2
I 1 &) @, (Ttan 22j {Tj K
6‘)(1 :_(('_OaZ_(T‘);II):_((’_OaZ_—O J: = (8159)
To, T
odakle je:
®
k==t = 2 (8.160)

Dakle, parametar k£ koji definiSe strminu amplitudske karakteristike u prelaznoj zoni,
odnosno red filtarske funkcije, odreden je izrazom:

k:G)_p: k, Kz<K;
o

(8.161)
ky, Ky=>K_

gde su &, 1 k, odredeni izrazima (8.158) 1 (8.160).

8.5.4 Predistorzija karakteristicnih ucestanosti NO filtra

Predistorzija karakteristicnih ucestanosti filtra nepropusnika opsega ucestanosti i
odredivanje karakteristicnih ucestanosti prototipskog NF filtra vrlo su slicni odgovaraju¢em
postupku za PO filtarsku funkciju. Grani¢ne udestanosti diskretne PO funkcije prenosa Q o1 ﬁpz,

Q, i Q,, preslikavaju se u grani¢ne udestanosti analogne funkcije prenosa ® pls @05 @4 1.0
koriS¢enjem izraza (8.144) i (8.145). Konstante K ,, K; i K odredene su izrazima (8.146), (8.147)
1 (8.148). Preslikavanje ucestanosti analognog NO filtra u ucestanost prototipskog NF filtra izvodi
se izrazom:

L (8.162)
®, —®

Iz (8.162) i (8.144) i (8.146) sledi:

Q Q
26, | tan—2> —tan -2 .
P 2 2 2K ,®

B=0,(®,,~0,)= - =— P (8.163)

dok je izraz za centralnu ucestanost ®,, isti kao u slu€aju propusnika opsega (8.156). Parametar k&
odreden je izrazom:
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= (8.164)

w

a

®, [k, Ky<Kc
o, |k, Kz>K.

gde su k, 1 k, odredeni izrazima (8.158) 1 (8.160).

Izvedeni izrazi za parametar k su opSte prirode i ne zavise od toga koja se aproksimacija
amplitudske karakteristike koristi prilikom sinteze prototipske NF funkcije.

8.5.5 Primeri projektovanja filtara na osnovu zadatih specifikacija

U ovom odeljku ¢e primena bilinearne transformacije u sintezi diskretnih funkcija prenosa
biti ilustrovana sa nekoliko primera.

Posmatrajmo prvo sintezu eliptickog NF filtra, koji treba da zadovolji sledece specifikacije:
ucestanost odabiranja f, =10kHz, fp =1.59155kHz, o, = 0.25dB, f,=1.72kHz, o, =30 dB.
Za granicne ucestanosti u diskretnhom domenu lako se dobija: ﬁp =2nf, / f=1 1
Q, =2nf, /f. =1.0807 . Postupkom predistorzije (8.132) i (8.133) dobijaju se grani¢ne ucestanosti
analognog filtra, ®, =10926rad/s i ®, =11998rad/s, na osnovu kojih se odreduje minimalni red
filtra, N =5. Primenjuju¢i postupak sinteze analogne NF funkcije prenosa i transformacije
ucestanosti u analognom domenu, koji su opisani u odeljku 8.1, kao 1 preslikavanje nula i polova
bilinearnom transformacijom, dobijaju se polozaji nula i polova funkcije prenosa u z-ravni koji su

prikazani u Tabeli 8.1. Amplitudska karakteristika filtra prikazana je na slici 8.18.

Trazene grani¢ne ucestanosti diskretne funkcije prenosa, ﬁp i Q_, su iste kao u sluaju
preslikavanja eliptickog filtra impulsno invarijantnom transformacijom, koje je prikazano na slici
8.12. Lako se moze uociti da se pri preslikavanju elipti¢kog filtra bilinearnom transformacijom u
potpunosti zadrzava oblik amplitudske karakteristike 1 u propusnom i u nepropusnom opsegu, jer
nema preklapanja u frekvencijskom domenu.

Tabela 8.1 Nule i polovi digitalnog eliptickog NF filtra.

Nule Polovi

-1.000000 0.484108
0.400513 £;0.916291 | 0.495389 +;0.811452
0.104163 £;0.994560 | 0.485407 £;0.577101
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A _
[H(el)]

0 1 2 3 4
Slika 8.18 Amplitudska karakteristika digitalnog eliptickog NF filtra.

: >
5 F (kHz)

Kao slede¢i primer, posmatrajmo sintezu VF filtra koji treba da zadovolji sledece specifi-
kacije: uCestanost odabiranja f, =10kHz, f, =3.5kHz, a,=1dB, f, =1.5kHz, o, =45 dB. Za
grani¢ne uclestanosti u diskretnom domenu, lako se dobija: Q, =2.19911 i Q, A =0.94248.
Postupkom predistorzije dobijaju se grani¢ne ucestanosti analogne filtarske funkcije,
®, =39252rad/s 1 ®, =10191rad/s. Potreban red funkcije prenosa iznosi N =5 za Batervortov tip
aproksimacije, N =5 za CebiSevljevu aproksimaciju prve vrste, N =35 za Cebisevljevu
aproksimaciju druge vrste 1 N =3 za elipticku aproksimaciju. Posle sinteze analogne NF funkcije
prenosa, preslikavanja NF—-VF u analognom domenu i preslikavanja nula i polova bilinearnom

transformacijom, dobijaju se polozaji nula i polova funkcije prenosa prikazani u Tabeli 8.2.

Tabela 8.2 Nule i polovi VF filtara.

Batervort, N=5 CebisevI, N=5 Cebisev II, N=5 Elipti¢ki, N=3
1.002778 0.993820 1.000000 1.000000
Nule | 1.000853 +0.002640 | 1.005016 +j0.003656 | 0.062874 +j0.998022 | 0.478121 + 0.878294
0.997758 +j0.001626 | 0.998073 +j0.005883 | 0.496137 +0.868244
-0.179223 -0.742913 -0.182240 -5.848646
Polovi | -0.269263 +j0.691481 | -0.551601 # j0.003656 | -0.405273 + j0.684440 | -0.493927 + j0.662143
-0.197474 £ j0.313420 | -0.658125 + j0.005883 | -0.247455 + j0.356923

Amplitudske karakteristike sva Cetiri filtra prikazane su na slici 8.19. Lako se mozZe uociti da
sve filtarske funkcije, osim Batervortove, zadovoljavaju i mnogo strozije specifikacije. Ova osobina
je posledica Cinjenice da se pri odredivanju reda funkcije uvek vrsi zaokruzivanje na veci ceo broj.
Tako se desilo da u principu mnogo selektivnija Cebisevljeva karakteristika ima isti red kao i
Batervortova, $to za posledicu ima mnogo bolju amplitudsku karakteristiku.

Kao tre¢i primer, posmatrajmo sintezu eliptickog filtra propusnika opsega, koji treba da
zadovolji sledece specifikacije: ucestanost odabiranja f, =6kHz, f, =09kHz, f ,=1.1kHz,
a,=1dB, f,=08kHz, f,=12kHz, a, =45 dB. Funkcija prenosa treba da bude eliptickog
tipa. Za traZene grani¢ne ulestanosti u diskretnom domenu, lako se dobija: Q , =0.94248,
Q,=115192, Q,=0.83776 1 Q, =1.25664. Postupkom predistorzije dobijaju se granicne
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ucCestanosti analogne filtarske funkeije, ®, =6114rad/s, ®,, =7793rad/s, ©, =5343rad/s i
®,, =8719rad/s. Minimalni red prototipske NF funkcije prenosa iznosi 7, tako da red funkcije
prenosa filtra propusnika opsega, koji je dvostruko veci, iznosi N =14. Posle sinteze analogne NF
funkcije prenosa, transformacije funkcije prenosa propusnika niskih uéestanosti u propusnik opsega
u analognom domenu i bilinearne transformacije, dobijaju se polozaji nula i polova funkcije
prenosa u z-ravni koji su prikazani u Tabeli 8.3. Amplitudska karakteristika trazenog eliptickog
filtra prikazana je na slici 8.20.

A

[H(elo)| (dB)

N,

5 F(kHz)

0 1 2 3 4
Slika 8.19 Amplitudske karakteristike digitalnih VF filtara.

Tabela 8.3 Nule i polovi digitalnog eliptickog filtra propusnika opsega.

Nule Polovi
+1.000000 0.406134 £;0.912064
0.329228 £;0.944251 | 0.411070 £,;0.903232
0.388203 £;0.921574 | 0.431553 £,0.877324
0.398722 +;0.917072 | 0.586917 +;0.807897
0.643432 £+ ;0.765503 | 0.577913 £,0.807730
0.602006 £;0.798491 | 0.548131 +,0.811657

0.594011 £,;0.804457

0.485863 £,0.834711
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Slika 8.20 Amplitudska karakteristika digitalnog elipti¢kog filtra propusnika opsega.

U &etvrtom primeru biée pokazana sinteza filtra nepropusnika opsega, Cebisevljevog tipa
druge vrste, koji treba da zadovolji sledece specifikacije: ucestanost odabiranja f, =3kHz,
f,=035kHz, f,=0.7kHz, a,=05dB, f,=043kHz, f,=0.6kHz, a,=40dB. Za
trazene grani¢ne ucestanosti u diskretnom domenu, lako se dobija: Q , =0.73304, Q , =1.46608,
Q,=090059 1 Q,=125664. Postupkom predistorzije dobijaju se grani¢ne ucestanosti
analognog filtra nepropusnika opsega: ®, =2303rad/s, ©,, =5402rad/s, ®, =2901rad/s i
®,, =4359rad/s. Minimalni red NF funkcije prenosa iznosi 12, tako da je red funkcije prenosa
N =24. Posle sinteze analogne NF funkcije prenosa, transformacije NF funkcije prenosa u
nepropusnik opsega u analognom domenu i bilinearne transformacije, dobijaju se polozaji nula i
polova funkcije prenosa u z-ravni koji su prikazani u Tabeli 8.4. Amplitudska karakteristika filtra

nepropusnika opsega ucestanosti je prikazana na slici 8.21.

Tabela 8.4 Nule i polovi digitalnog filtra nepropusnika opsega.

Nule Polovi

0.236696 £ j0.971584
0.254807 £,0.966991
0.289525 £;0.957172
0.337832 £,0.941204
0.395196 £;0.918598
0.456208 £ j0.889873
0.515252 £0.857037
0.675687 £;0.737192
0.665021 £;0.746814
0.643668 £ ;0.765317
0.611096 £;0.791547
0.567940 £;0.823076

0.206821 £,0.961726
0.219346 £;0.927302
0.248823 £0.891907
0.292095 £0.856430
0.345409 £,0.821812
0.404537 £0.789296
0.682248 £;0.714515
0.655712 £0.707035
0.619904 £ 0.708802
0.575331 £,0.718940
0.523068 £0.736481
0.465092 £0.760360
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Slika 8.21 Amplitudska karakteristika digitalnog filtra nepropusnika opsega ucestanosti.

8.6 DIREKTNA SINTEZA U Z-RAVNI

Postupak sinteze funkcije prenosa IIR sistema moze se obaviti i direktno u z-ravni. Na
primer, ako se kvadrat amplitudske karakteristike funkcije prenosa definiSe kao:

1

2N
+82{ tan (Q/2) ]
tan(Q, /2)

‘HB(ejQ)‘z - (8.165)

dobija se Batervortova aproksimacija u diskretnom domenu. Na sli¢an nacin se mogu definisati i
ostale poznate aproksimacije analognih filtarskih funkcija. Medutim, opisana tehnika aproksimacije
nije nasla Siru primenu bar iz dva razloga. Prvo, dosta je teSko operisati sa trigonometrijskim
polinomima koji se pojavljuju u postupku aproksimacije. Drugo, za razliku od sinteze analognih
filtara, iz izraza (8.165) tesko je odrediti polozaj polova u z-ravni ¢ak i kada se koriste ra¢unarski
programi.

Direktna sinteza u z-ravni se stoga koristi samo kada sintezu trazene funkcije prenosa nije
moguce izvrsiti preslikavanjem analogne funkcije prenosa. Takvi su slucajevi aproksimacije
amplitudske karakteristike kada se u gabaritima pojavljuju segmenti gde amplituda nije konstantna.
Takvi su i slucajevi kada je potrebno aproksimirati linearnu faznu karakteristiku, ili, kada su
simultano postavljeni gabariti za amplitudsku i faznu karakteristiku. Ako su postavljeni uslovi za
ponasanje sistema u vremenskom domenu takode se mora primeniti metod direktne sinteze u z-
domenu.

8.6.1 OPTIMIZACIJA U FREKVENCIJSKOM DOMENU

Neka je funkcija prenosa IIR sistema data u obliku pogodnom za kaskadnu realizaciju:

NS

H(z)=A] ]

-1 —
i1 1+agz +ayz

-1 -2
1+b,z7 +byz
2

(8.166)
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gde su nepoznati parametri konstanta 4 1 koeficijenti parcijalnih funkcija prenosa by, b,,, a;, 1 ay;,
k=1,...,N,. Na jedini¢cnom krugu, frekvencijski odziv posmatranog sistema je:

~ N 1+b,e/? +b, e/ ,
H(e’?)=4 2 = M(Q)e” 8.167
™) lk__!l+alke_mJraz,(e_fZQ © ( )
gde je:
‘ N 1+b,e’C +b e’-’m|
M(Q)=|H(e’") =4 LAl A 8.168
@ ‘ ( )‘ 1,31+a1ke_’9+a2ke_’m‘ ( )
amplitudska karakteristika sistema, dok je:
0(Q) =arg H(e’®) (8.169)

fazna karakteristika sistema. Umesto fazne karakteristike, u optimizaciji se koristi grupno kasnjenje
definisano izrazom:

T(Q):_de(Q):_{de(z)} dz (8.170)
dQ dz |_o dQ '

odakle se, primenom na (8.166) 1 (8.169) dobija:

N, jiQ jiQ
r(Q):Re{Z{ bue “thy ___aye *2ay }} (8.171)

J2Q VAL Jj2Q VY

Sto je, zbog Cinjenice da je t(€2) racionalna funkcija, znatno pogodniji oblik za optimizaciju.

Neka su trazena amplitudska karakteristika, M (Q), 1 grupno kaSnjenje, t(Q2), specificirani
na L diskretnih ucestanosti Q; u opsegu 0 <Q <. Broj diskretnih tacaka L treba da bude bar pet
puta ve¢i od broja slobodnih parametara, dakle L >20N,. NajceS¢e se tacke biraju da njihovo
rastojanje bude ekvidistantno. Greska amplitudske karakteristike definiSe se kao:

E, =YW @)M@)-M,@)F" (5.172)

i=1

dok se greska grupnog kaSnjenja definiSe sa:

L
E, =3 W@Q)[HQ)-1,(Q) -7, [ (8.173)
i=1
U izrazima (8.172) 1 (8.173) M ,(Q,) 1 t,(€,) su specificirane vrednosti amplitude 1
grupnog kaSnjenja, m 1 p su celobrojne konstante koje bira korisnik, dok je t, promenljivi
parametar koji se iterativno podeSava tokom optimizacije. Funkcije W ,(QQ,) 1 W_(€,) predstavljaju
tzv. tezinske funkcije kojima se podeSava raspodela greske po opsezima. Ukupna greska
aproksimacije definise se kao:

E=0F +(1-a)E, (8.174)
Ako je o =1, podesava se samo amplitudska karakteristika, dok se u slu¢aju o = 0 podesava

samo karakteristika grupnog kasnjenja. Za vrednosti O <o <1 vr$i se simultana optimizacija
amplitude i grupnog kasnjenja. Ukupan broj promenljivih parametara od kojih zavisi ukupna greska
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Eje 4N, +2 ito: 4N, koeficijenata funkcije prenosa by;, b, , a,; 1 a,;, pojatavacka konstanta 4 1
konstantno grupno kasnjenje t,. PodeSavanjem ovih parametara treba odrediti minimum funkcije E.
Ako se promenljivi parametri jednoobrazno oznale sa t,, i=1,...,4N,+2, onda se minimum
funkcije £ moze odrediti reSavanjem sistema od 4 N + 2 nelinearne jednacine:

a—E=ocaE—A+(1—oc)6E‘=O, i=1,...,4Ng+2 (8.175)
ot ot Ot

1 1

Sistem nelinearnih jednafina moze se reSiti, na primer, Njutn-Rafson-ovom metodom.
Medutim, dobijeno reSenje nije jedinstveno i1 nema garancije da predstavlja globalni minimum.
Mnogo bolji rezultati se dobijaju postupkom koji je predlozen u [D-2], gde se koristi poznati
iterativni Flecer-Pauel algoritam [F-4] za minimizaciju funkcije viSe promenljivih. Posto je Flecer-
Pauel algoritam namenjen za minimizaciju funkcija bez ogranienja vrednosti parametara, a posto
bi se tokom iterativnog procesa moglo desiti da polovi izadu izvan jedini¢nog kruga, osnovni
minimizacioni algoritam je modifikovan tako da ne dozvoljava da vrednost parametara a,, bude
veca od jedan. Na taj nacin, ako se usvoji stabilno pocetno resenje, optimizacioni postupak dovodi
do stabilnog reSenja koje predstavlja lokalni optimum. NalaZenje globalnog optimuma moze se
1zvrsiti viSestrukim ponavljanjem postupka optimizacije sa razli¢itim pocetnim reSenjima.

Izbor konstanti m 1 p, koje definiSu stepen greske, vodi ka razli¢itim tipovima aproksimacije
zeljenih karakteristika. NajceS¢e vrednosti za konstante m i p su m= p =1 kada izrazi (8.172) i
(8.173) predstavljaju srednju kvadratnu gresku amplitude, odnosno kasnjenja. Ako su m 1 p veci od
jedan, male greSke postaju manje znaCajne dok se veéim greSkama pridaje veéi znacaj. U
grani¢nom slué¢aju kada m, p — o, dobija se greska koja je optimalna u minimaks (Cebisevljevom)
smislu.

8.6.2 KOREKCIJA GRUPNOG KASNJENJA SELEKTIVNIH FILTARA

Funkcije prenosa minimalne faze, koje osim polova imaju i nule unutar jedini¢nog kruga,
imaju jednoznac¢nu vezu izmedu amplitudske i fazne karakteristike. Zbog toga, selektivne funkcije
prenosa imaju loSu faznu karakteristiku 1 obratno. U telekomunikacionim sistemima je cesto
potrebno sintetizovati funkciju prenosa sistema koji ima dobru selektivnost ali i dobru linearnost
fazne karakteristike. UobiCajeni nacin reSavanja takvog problema je upotreba kaskadne veze
sistema minimalne faze H,(z) koji obezbeduje selektivnost 1 sistema neminimalne faze H ,,(z)
kojim se koriguju izoblicenja fazne karakteristike. Dakle:

H(2)= Hp (2)H 1 (2) (8.176)

Funkcija prenosa H,(z) se projektuje uobicajenim metodima za projektovanje selektivnih
funkcija prenosa IIR tipa koji su opisani u prethodnim odeljcima.

S druge strane, frekvencijski odziv funkcije prenosa H ,, (z) mora zadovoljavati uslove:
|H (") =1, 0<Q < (8.177)

Q) =1-1,(Q), Q, <Q<Q (8.178)
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gde je t konstantno kaSnjenje koje treba odrediti, a Q1€ , granice propusnog opsega
selektivnog filtra. Funkcija prenosa H ,,(z) projektuje se optimizacionim metodama. Polazi se od
specijalnog oblika funkcije prenosa propusnika svih ucestanosti koja se sastoji od kaskadne veze

¢elija prvog ili drugog reda:

-1
z 8.179
Hyp(2) = HH%Z (8.179)
-1 -2

Slvayz ! vayz

U oba sluc¢aja se moZze lako pokazati da nule funkcije prenosa H ,, (z) leZe izvan jedini¢nog
kruga i1 da zadovoljavaju uslov:

z=—, i=1,... (8.181)

Sto obezbeduje zadovoljavanje uslova (8.177). U optimizacionom procesu odreduju se vrednosti T 1
N, parametara a,, (i a,, ako se koriste ¢elije drugog reda). Kao i u prethodnom slucaju, mora se
voditi racuna o stabilnosti koja se obezbeduje ako slobodni parametri zadovoljavaju uslove:

lay | <1 (8.182)

ako se koristi oblik (8.179), ili,

laye| <1+ ay,, |ay|<1 (8.183)

ako se koristi oblik (8.180).

8.6.3 SINTEZA U VREMENSKOM DOMENU

Ponekad se zadatak sinteze postavlja tako da treba odrediti funkciju prenosa H(z), sa
impulsnim odzivom A[n], koji u nekom smislu aproksimira zeljeni impulsni odziv, hp[n]. Dakle,

H(z)= = h[n]z™" (8.184)
1+Zakz n=0
k=1

Kao mera odstupanja realizovanog impulsnog odziva h[n] od Zeljenog impulsnog odziva
hp[n] Cesto se koristi kriterijum srednje kvadratne greSke:

L
Z( pln]—h[n))’ (8.185)

gde je gornja granica sume (8.185), L, jednaka broju slobodnih parametara (koeficijenata) funkcije
H(z), dakle, L = N+ M +1. Postupak odredivanja nepoznatih parametara poznat je kao Padeova
aproksimacija (Padg).

Diferencna jednacina koja odgovara funkciji prenosa H(z) je prema (6.39):
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M N
yinl=Y bxln—k]-Y ayn—k] (8.186)
k=0 k=1

Kada se sistem pobudi jediniénim impulsom, odziv sistema je A[n]. Jednacina (8.186) tada
dobija oblik:

M N
hn]=> bd[n—k1-Y a,hln—k], n=0,1,... (8.187)
k=0 k=1

Posto je d[n—k]=0, osim za n =k, jednacina (8.187) se svodi na:

N
hn]=b,-> ahln—k], 0<n< M (8.188)
k=1

odnosno na oblik,

N
hn]==> ahln—k], n>M (8.189)
k=1

U delu sistema linearnih jednacina (8.188) ima M +1 jednacina, tako da iz sistema (8.189)
treba uzeti prvih N jednaCina da bi se formirao reSiv sistem linearnih jednacina. Sistem se
jednostavno reSava na sledec¢i nacin. Prvo se iz sistema (8.189) odredi N nepoznatih parametara a,.
Zatim se iz sistema (8.188) odredi preostalih M + 1 nepoznatih parametara b, .

Padeova aproksimacija obezbeduje potpuno poklapanje prvih L odbiraka realizovanog
impulsnog odziva A[n] 1 Zeljenog impulsnog odziva hj[n]. To znaci da ¢e se sa porastom
sloZenosti filtra poklapati viSe odbiraka oba odziva. Dakle, glavni nedostatak opisanog metoda
aproksimacije je Sto dobijena funkcija prenosa ima veliki broj nula i polova.

Interesantno je pitanje koliko funkcija prenosa H(z) odstupa od funkcije prenosa Hj,(z),
koja se moze odrediti primenom z-transformacije na h,[n]. Ako je H,(z) racionalna funkcija, i
ako je red polinoma u brojiocu i imeniocu funkcije H,(z) unapred poznat, onda se traZzena funkcija
prenosa H(z) moze odrediti apsolutno ta¢no. Na zalost, ovi uslovi su retko zadovoljeni u praksi,
tako da ¢e funkcija H(z) biti samo aproksimacija funkcije H,(z). Najbolji rezultati u primeni
Padeove aproksimacije se dobijaju ako se eksperimentise sa vrednostima za M i N dok se ne dobije
frekvencijski odziv rezultujuceg filtra, koji odstupa od zeljenog odziva za malu, unapred propisanu
gresku. Medutim, poSto je kriterijum za optimizaciju baziran iskljuivo na ponaSanju u
vremenskom domenu, frekvencijski odziv rezultujuceg filtra je obi¢no los, narocito zbog malog
slabljenja u nepropusnom opsegu. Zbog toga, Padeova aproksimacija Cesto sluzi kao jednostavan
metod za odredivanje pocetnog reSenja za neki bolji optimizacioni postupak.



