5. EFIKASNO IZRACUNAVANJE DISKRETNE
FURIJEOVE TRANSFORMACIJE

5.1 UVOD

U prethodnoj glavi istaknut je znacaj koji Diskretna Furijeova transformacija ima u obradi
diskretnih i digitalnih signala. Zbog toga je pitanje efikasnog izracunavanja DFT na digitalnim
racunarima opSte namene, kao i u specijalizovanim sistemima za obradu signala, od velikog
teorijskog 1 prakticnog znacaja. U daljem izlaganju ¢e prvo biti analizirana slozenost izra¢unavanja
DFT po definicionoj formuli (4.16) 1 ukazano na nekoliko jednostavnih moguénosti za povecanje
brzine izraCunavanja. Zatim ¢e biti objasnjen Gercelov (Goertzel) algoritam, koji se odlikuje
povecanom efikasno$¢u, a koji je primenljiv u sluc¢ajevima kada se izraCunava mali broj odbiraka
DFT (u literaturi o DFT umesto termina odbirak Cesto se koristi termin tacka). Proucavanje grupe
algoritama koja je poznata pod opstim nazivom Brza Furijeova transformacija (Fast Fourier
Transform - FFT) zapocece se algoritmima za preuredivanje u vremenu i algoritmima za
preuredivanje po frekvenciji, a obuhvatiCe i1 mnogo generalnije, i ponekad brze, algoritme sa
prostim faktorima. Na kraju, bi¢e opisani i neki algoritmi za izraCunavanje DFT koji koriste brzu
konvoluciju, a koji mogu, zbog raspolozive hardverske podrske, u nekim sluc¢ajevima biti najbolja
alternativa.

5.2 ARITMETICKA SLOZENOST IZRACUNAVANJA DFT

Posmatrajmo definicioni izraz za izracunavanje Diskretne Furijeove transformacije (4.16)
koji ¢e, radi preglednosti, biti ponovo napisan:

N-1 N-1
X3 k)= X[k]=D x[nle 2™V =3 s, k=0,12,..,N-1 (5.1)

n=0 n=0

U izraCunavanju izraza (5.1) pojavljuju se cetiri osnovne operacije: izracunavanje
trigonometrijskih funkcija, mnozenje, sabiranje 1 izracunavanje indeksa (adresa podataka). Broj
potrebnih operacija za izraCunavanje svih N DFT odbiraka, u najopstijem slucaju kada je x[n]
kompleksna sekvenca, iznosi:

1. Broj izradunavanja trigonometrijskih funkcija - 2N?

2. Broj realnih mnoZenja - 4N

3. Broj realnih sabiranja - 2N(2N —1) = 4N*

Broj izra¢unavanja indeksa, kao i njihov uticaj na slozenost izraCunavanja, teSko je proceniti
jer zavisi od arhitekture racunarskog sistema i programskog jezika koji se koristi. U svakom
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62 5. Efikasno izraCunavanje diskretne Furijeove transformacije

slu¢aju, uticaj izraCunavanja indeksa na sloZenost izraCunavanja znatno je manji od uticaja prve tri
klase racunskih operacija.

Kao primer programske implementacije direktnog DFT algoritma, na slici 5.1 je prikazan
potprogram DFT napisan na programskom jeziku FORTRAN. Potprogram obavlja direktnu ili
inverznu DFT, u zavisnosti od vrednosti ulazne promenljive INV (INV = 0: DFT, INV = 1: IDFT).
Ulazni podaci se nalaze u vektorima XR (realni deo) i XI (imaginarni deo). IzraCunate vrednosti
izlaznih odbiraka nalaze se u vektorima FR (realni deo) 1 FI (imaginarni deo). Trigonometrijske
funkcije se izracunavaju uvek kada su potrebne. Zauze¢e memorije za ¢uvanje promenljivih je 4 N,
jer nije moguée izracunavanje u mestu (engl. in-place), tj. zamena vrednosti ulaznih vektora
izracunatim vrednostima izlaznog vektora.

INV = 0: DFT, INV = 1: IDFT.

C POTPROGRAM ZA DIREKTNO IZRACUNAVANJE DFT 1 IDFT.
C

C XR - REALNI DEO ULAZNOG VEKTORA.

c Xl - IMAGINARNI DEO ULAZNOG VEKTORA.

C N - DUZINA SEKVENCI XR, X1, FR, FI.

C FR - REALNI DEO IZLAZNOG VEKTORA.

C FI - IMAGINARNI DEO I1ZLAZNOG VEKTORA.

C

C

SUBROUTINE DFT (XR,XI,N,FR,FI,INV)

DIMENSION XR(1),X1(1),FR(1),FI1(1)

WN = 6.283185307 / N

IF (INV.EQ.1) WN = - WN

DO 20 K = 1,N
FR(K)
FI(K)
KML = 1
DO 10 I =1,

1,
0.
0.

=0y

N
IML=1-1
ARG = WN * KM1 * IM1
C = COS(ARG)
S = SIN(ARG)
FR(K) = FR(K) + XR(1)*C +X1(1)*S
FIK) = FI(K) - XR(1)*S +X1(1)*C
10 CONT INUE
IF (INV.EQ.1) THEN

FR(K) = FR(K) 7 N
FI(K) = FI(K) 7/ N
ENDIF
20 CONTINUE
RETURN

END
Slika 5.1 FORTRAN potprogram za direktno izracunavanje DFT i IDFT.

5.3 JEDNOSTAVNE TEHNIKE ZA UBRZANJE IZRACUNAVANJA DFT

Program za direktno izracunavanje DFT, koji je prikazan na slici 5.1, izrazito je neefikasan i
moze se lako poboljsati. Na primer, ukoliko je potrebno vise puta izracunavati DFT sekvenci iste
duZzine N, kao §to je to slucaj u spektralnoj analizi, onda je pogodno unapred izracunati potrebne
vrednosti trigonometrijskih funkcija i smestiti ih u tabele koje se nalaze u memoriji ra¢unara. Sta
vise, zbog simetrije bi bilo dovoljno smestiti vrednosti samo sinusne ili samo kosinusne funkcije, 1
to za jednu Cetvrtinu periode, ali je program jednostavniji ako se zapamte sve potrebne vrednosti.
Formiranje tabele trigonometrijskih funkcija 1 potprogram za izracunavanje DFT Kkoriste¢i
izraCunate tabele prikazani su na slikama 5.2 1 5.3. Tablicni pristup izracunavanju trigonometrijskih
funkcija (engl. table look-up) je verovatno najbrzi nacin za generisanje trigonometrijskih funkcija 1
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obavezno se primenjuje u sluc¢ajevima kada sistem za obradu signala treba da radi u realnom
vremenu. Ubrzanje izraCunavanja DFT placeno je, nazalost, pove¢anjem zauze¢a memorije za 2 N
lokacija zbog potrebe za Cuvanjem tablica tako da je ukupno potrebno 6 N lokacija za Cuvanje
varijabli.

C POTPROGRAM ZA FORMIRANJE TABLICA SINUSA 1 KOSINUSA
C

c CT - VEKTOR VREDNOSTI KOSINUSA.

C ST - VEKTOR VREDNOSTI SINUSA.

C N - DUZINA VEKTORA CT I ST.

C

SUBROUTINE TRIGTAB (CT,ST.N)
DIMENSION CT(1),ST(1)
WN = 6.283185307 / N
DO 10 K = 1,N
ARG = WN * (K - 1)

CT(K) = COS(ARG)
ST(K) = SIN(ARG)
10 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.2 Potprogram za generisanje tablice sinusa i kosinusa za direktno izracunavanje DFT.

POTPROGRAM ZA DIREKTNO 1ZRACUNAVANJE DFT KORISTECI
TABLICE SINUSA I KOSINUSA.

C

C

C

C XR - REALNI DEO ULAZNOG VEKTORA.

c Xi - IMAGINARNI DEO ULAZNOG VEKTORA.
C N - DUZINA VEKTORA XR, X1, FR, FI, CT, ST.
C FR - REALNI DEO IZLAZNOG VEKTORA.

C FI - IMAGINARNI DEO IZLAZNOG VEKTORA.
c CT - VEKTOR VREDNOSTI KOSINUSA.

c ST - VEKTOR VREDNOSTI SINUSA.

C

SUBROUTINE DFTTAB (XR,XI,N,FR,FI,CT,ST)
DIMENSION XR(1),X1(1),FR(1),FI(1),CT(1),ST(1)

DO 20 K = 1,N

FR(K) = XR(1)

FIK) = XI1(D)

L=1

DO 10 1 = 2,N
L=L+K-1
IF (L.GT.N) L =L - N
C = CT(L)
S = ST(L)

FR(K) = FR(K) + XR(1)*C +X1(1)*S
FI(K) = FI(K) - XR(1)*S +XI1(1)*C
10 CONT INUE
20 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.3 Potprogram za direktno izracunavanje DFT koristeéi tablice sinusa i kosinusa.

U slu€ajevima kada se DFT izraCunava samo jednom, ili kada se izraCunava za razlicite
vrednosti N, tabli¢ni pristup ne donosi nikakvo poboljSanje pa se trigonometrijske funkcije direktno
izracunavaju. U numerickoj analizi se za izraCunavanje trigonometrijskih funkcija koriste razvoji u
Tejlorov red gde broj ¢lanova zavisi od Zeljene tacnosti. Taj pristup je primenjen i u izraCunavanju
sistemskih funkcija u FORTRAN-u SIN 1 COS. Kada se trigonometrijske funkcije izraCunavaju
uvek kada su potrebne, vreme potrebno za njihovo izracunavanje daleko nadmasSuje vremena
potrebna za dobijanje rezultata ostalih aritmeti¢kih operacija. Jedan efikasan nacin za povecanje
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efikasnosti izraCunavanja trigonometrijskih funkcija je rekurzivni metod. Naime, dve sukcesivne
—j2nk/N

vrednosti eksponencijalnog faktora u (5.1) razlikuju se za konstantni faktor e , jer je:
e—jan(n+1)/N _ e—jann/Ne—j2T:k/N (52)
Tako se, za svaki indeks DFT odbirka, &, prvo izracuna konstantni faktor:
e /2N = cos(2mk/ N) — jsin(2mk/ N) (5.3)
a zatim se rekurzijom izracunavaju potrebne vrednosti sinusa i kosinusa:
cos[2ntk(n+1)/ N]= cos(2mkn/ N)cos(2nk/N) —sin(2mkn/ N)sin(2nk/N) (5.4)
sin[27tk(n+1)/ N]= cos(2mkn/ N)sin(2mk/ N) + sin(2nkn/ N) cos(2mk/ N) (5.5)

Rekurzija se zapo€inje sa pocetnim vrednostima cos(0)=1 i sin(0) =0. Na ovaj nacin se
2N? izradunavanja trigonometrijskih funkcija zamenjuje sa 2N izradunavanja trigonometrijskih
funkcija, 4 N? realnih mnoZenja i 2N? realnih sabiranja. Zauze¢e memorije je isto kao kod
direktnog postupka sa slike 5.1. Rekurzivni metod ima i jedan nedostatak koji se ogleda u
akumulaciji greSaka tokom izracunavanja. Zbog toga se ovaj metod primenjuje samo na racunarima
opSte namene kod kojih se varijable predstavljaju u formatu sa pokretnom tackom i velikim brojem
bita u slucajevima kada duzina sekvence koja se transformise N nije suvise velika.

5.4 GERCELOV ALGORITAM

Kao $to se vidi iz prethodnih odeljaka, direktno izracunavanje DFT zahteva veliki broj
racunskih operacija ¢ak 1 kada se koristi tabli¢ni ili rekurzivni pristup izracunavanju
trigonometrijskih funkcija. Zbog toga ¢e u narednim odeljcima biti razmotreni efikasni postupci za
izracunavanje svih odbiraka DFT. Medutim, takvi postupci nisu efikasni kada je potrebno odrediti
mali broj DFT odbiraka. U takvim slu¢ajevima pogodno je upotrebiti poboljSani direktni metod koji
koristi osobinu periodi¢nosti eksponencijalnog faktora u izrazu (5.1).

Koristeéi ¢injenicu da je Wy, = e/ VN =1 iz (5.1) se dobija:
N-1 N-1
XU =W x[mir = xlmwg* ™, k=01.2,...,N-1 (5.6)
m=0 m=0

$to ima oblik konvolucije sekvence x[n] sa sekvencom Wy *"u[n]. Naime, ako definisemo sekvencu
y,[n] kao konvoluciju kona¢ne sekvence x[n] i sekvence Wy " u[n]:

N-1
yeln] =Y x[m]wyFo=m (5.7)
m=0
onda je jasno da je:
X[k]= yiln] oy = 2 [N] (5.8)

tj. vrednost DFT na uCestanosti o, =2nk/N predstavlja odziv diskretnog sistema &iji je impulsni
odziv Wy u[n] na pobudu x{n], a koji je izradunat u trenutku n = N .

Poznato je da je sistem Ciji je impulsni odziv W];k”u[n] opisan diferencnom jednacinom:

vl =Wy yn=11+xnl, y[-11=0 (5.9)
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koja predstavlja alternativni nacin za izraCunavanje y,[n]= X[k] rekurzivnim postupkom.
Nazalost, ni jednacina (5.8) ni jednacina (5.9) ne smanjuju broj potrebnih racunskih operacija za
izraCunavanje X[k] u odnosu na direktni postupak izraCunavanja. Medutim, izraz (5.9) se moze
preurediti na sledec¢i nacin. 1z (5.9) sledi:

yiln=1=Wy y, [n—2]+x[n—-1] (5.10)
Mnozenjem obe strane jedn. (5.10) sa —WNk i sabiranjem sa (5.9) dobija se:
y[n]=2cos2nk/N)y,[n—1]1-y,[n—21+x[n]- Wkx[n—1] (5.11)

Uvodenjem pomoc¢ne promenljive v,[n], jednacina (5.11) se raspada na rekurzivni i nerekurzivni
deo na sledeci nacin:

v [n]=2cos(2nk/N)v,[n—1]-v,[n—2]+x[n] (5.12)

viln]=vi[n]=Wyv[n—-1] (5.13)

pri ¢emu su pocetni uslovi za pomoénu promenljivu v,[n] jednaki nuli. Ovakvim preuredivanjem
jednacine (5.9) postignuto je da se nerekurzivni deo algoritma, jedn. (5.13), izraCunava samo
jednom u trenutku n = N . U svakoj iteraciji (5.12) izvodi se jedno mnozenje i dva sabiranja. Ako je
ulazna sekvenca x[n] kompleksna, za izracunavanje jednog DFT odbirka X[k], prema (5.12) i
(5.13), potrebno je 2( N +2) realnih mnozenja i 4( N +1) realnih sabiranja, odnosno, broj mnozenja
je smanjen priblizno dva puta u odnosu na direktni metod. Ako je ulazna sekvenca x[n] realna, broj
realnih mnozenja iznosi N +1, dok je broj realnih sabiranja 2 N . Zbog simetrije se u tom slucaju
istovremeno odreduje i X[N —k].

C POTPROGRAM ZA 1ZRACUNAVANJE K-TOG DFT ODBIRKA.
C GERCELOV ALGORITAM DRUGOG REDA.

C

C XR - REALNI DEO ULAZNOG VEKTORA.

c Xi - IMAGINARNI DEO ULAZNOG VEKTORA.

C N - DUZINA VEKTORA XR, XI.

C FRK - REALNI DEO K-TOG DFT ODBIRKA.

C FIK - IMAGINARNI DEO K-TOG DFT ODBIRKA.

cC K - REDNI BROJ DFT ODBIRKA

C

SUBROUTINE DFTG (XR,XI,N,FRK,FIK,K)
DIMENSION XR(1),X1(1)
WN = 6.283185307 / N
VR1
VR2

[eNeoNoNe]

WN * (K - 1)

<
=
o mmn

TEMP = VR1
VR1 = 2.0 * C * VR1 - VR2 + XR(l)
VR2 = TEMP
TEMP = VI1
VI1L = 2.0 *C * VI1 - VI2 + XI(l)
V12 = TEMP
10 CONTINUE
FRK = C * VR1 - VR2 - S * VI1
FIK=C * VI1 - VI2Z + S * VR1
RETURN
END

Slika 5.4 Potprogram za izracunavanje DFT po Gercelovom algoritmu.
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Algoritam opisan jednacinama (5.12) i (5.13) poznat je u literaturi kao Gercelov (Goertzel)
algoritam 1 priblizno je dva puta efikasniji od direktnog metoda. Medutim, Gercelov algoritam ima
jos neke prednosti. Za odredivanje X[k] potrebno je pamtiti samo vrednosti trigonometrijskih
funkcija cos(2mk/N) i sin(2mk/ N), koje se, ukoliko je potrebno vise odbiraka, mogu i rekurzivno
izracunavati koriste¢i jednacine (5.4) i (5.5). Druga prednost Gercelovog algoritma je Sto se
rekurzivni deo izvodi stalno, a nerekurzivni deo samo po jednom na kraju algoritma. To je veoma
pogodno za primene u realnom vremenu, gde se ne moze Cekati kraj sekvence da bi se zapocela
njena obrada. FORTRAN potprogram za izratunavanje DFT po Gercelovom algoritmu prikazan je
na slici 5.4.

Sa porastom broja DFT odbiraka koje treba izracunati, M, Gercelov algoritam ostaje
priblizno dvostruko efikasniji od direktnog algoritma, ali broj operacija raste srazmerno proizvodu
MN . Znaci, Gercelov algoritam je pogodan za izraCunavanje malog broja DFT odbiraka, tj. kada je
M << N, ili preciznije M <log, N . Za izraCunavanje veceg broja DFT odbiraka pogodniji su FFT
algoritmi kod kojih je broj operacija srazmeran sa Nlog, N, a koji ¢e biti detaljnije opisani u
izlaganjima koja slede.

5.5 FFT ALGORITAM ZA N =2P SA PREUREDPIVANJEM U VREMENU

Periodi¢nost 1 simetricnost DFT koeficijenata moze biti iskoriS¢ena u jo§ vecoj meri za
redukciju broja aritmetickih operacija ako se primeni princip dekompozicije. Naime, u odeljku 5.2
pokazano je da je pri direktnom izra¢unavanju DFT broj aritmeti¢kih operacija srazmeran sa N2,
Ako se ulazna sekvenca podeli na dve parcijalne sekvence, i za svaku od njih odredi DFT
direktnom metodom, ukupan broj operacija mnozenja iznosi 2*[4* (N / 2)?]=2N?, odnosno upola
je manji nego za direktno izrac¢unavanje DFT cele ulazne sekvence. Naravno, dobijeni rezultati u
oba slucaja nisu identi¢ni, pa je zato potrebno izvrSiti dodatne aritmetiCke operacije nad parcijalnim
DFT da bi se dobio ispravan rezultat. Ukoliko je broj dodatnih mnoZenja znatno manji od 2N?
dobija se znacajna uSteda u broju potrebnih mnozenja, ako je duzina sekvence velika. Princip
dekompozicije se moze dalje primeniti na parcijalne sekvence, sve dok se ne dode do sekvence koja
se ne moze viSe deliti. Na principu dekompozicije su zasnovani svi tzv. brzi algoritmi za
izracunavanje DFT, poznati pod opStim nazivom Brza Furijeova Transformacija (engl. Fast
Fourier Transform).

5.5.1 OPIS ALGORITMA

Pretpostavimo da je duzina ulazne sekvence N =27. Ovo ogranienje nije strogo, jer se
sekvenca uvek moZe dopuniti potrebnim brojem nula, a znatno doprinosi jednostavnosti izvodenja i
implementacije algoritma zbog toga S$to omogucava viSe uzastopnih podela sekvence na dve
podsekvence iste duzine. Iz izraza (5.1) se vidi da koeficijenti kojima se mnoZe odbirci ulaznog
signala imaju jasno izrazenu simetriju. Na primer, koeficijenti kojima se mnoze clanovi ulazne
sekvence sa parnim indeksima isti su za ¢lanove sa indeksima ki k+(N/2), gde je
0<k <(N/2)-1. Za neparne vrednosti indeksa k koeficijenti imaju istu apsolutnu vrednost ali su
suprotnog znaka. Zbog toga se ulazna sekvenca mozZe razbiti na dve parcijalne sekvence: x,,[7]
koju ¢ine elementi sa parnim indeksima i x;;[n] koju ¢ine elementi sa neparnim indeksima. Dakle,
imamo:
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N-1
XUE1= D xn W = D x[n Wy + D x[nWy', k=0,12,...,N-1 (5.14)
n=0 n=2i n=2i+1
Kako je W3 = e /N = g=20(V/2) _ Wy2» 10 je Wk = 1{,"/2 i WDk = WNkW]{f‘/z, pa se iz
(5.14), posle smena x,,[i] = x[2i] 1 x,,[i]= x[2i +1], dobija:

N/2-1 N/2-1
X[k]= leo[i]W]f,;z + Wy an[i]W]@z, k=0,12,..,N/2-1 (5.15)
i=0 i=0

U poslednjem izrazu pojavljuju se dve sume koje predstavljaju DFT sekvenci x,[n] 1
x,,[n] ¢&ija je duzina N/2 ¢lanova. Dakle, imamo:

X[k]= X, o[k]+WE X, [k], k=01.2,..,N/2-1 (5.16)
Za vrednosti indeksa koje su veée od N/2, umesto jednacine (5.16) vazi:
X[k +N/2]= X o[k + N/21+WEN2 X ([k+NJ2], k=012,...,N/2-1 (5.17)

odnosno, zbog periodi¢nosti funkcija X,,[k]i X;,[k] sa periodom N/2 i &injenice da je
Wk+N/2__Wk_
N - N-

X[k+N/2]= X, [k]-Wkx, [k], k=0,12,..,N/2-1 (5.18)

x[0] O———— O X[0]
i

x[2] o———>— DFT O X[1]
1
2
SRS

X[6] O———>— o X][3]
3
AT

X[l] O———— 5 O X[4]
A

x3 o> DFT . O X[5]
A W

x[5] © , N/2 taeaka 2 O X[6]
_WN

X[7] O———— 3 o X[7]
W

Slika 5.5 Prvi korak u razvoju FFT algoritma sa preuredivanjem ulazne sekvence.

Iz jednacina (5.16) 1 (5.18) moze se uociti da se izrazi za izraCunavanje DFT odbiraka ¢iji su
indeksi k i k+ N/2 razlikuju samo po znaku drugog sabirka. Nagin izratunavanja DFT odbiraka
X[k]i X[k+ N/2] na osnovu X, [k]i X;,[k] naziva se leptir operacija (engl. butterfly) i moze
se graficki prikazati kao na slici 5.5. UoCava se da u leptir operaciji postoji samo jedno kompleksno
mnoZzenje i 2 kompleksna sabiranja, odnosno 4 realna mnozenja i 6 realnih sabiranja. Mnozenje sa
eksponencijalnim faktorom WNk menja samo argument kompleksnog broja X,,[k], pa se W]’\ﬁ naziva
rotacioni faktor. U leptiru se takode izracunavaju i dve trigonometrijske funkcije.

Posto je za izraCunavanje svih DFT odbiraka sekvence od N/2 talaka potrebno
4(N/2)* = N* mnoZenja, ukupno je potrebno 2N mnoZenja za izratunavanje sekvenci
Xo[k]11X,[k] i dodatnih 4(N/2)=2N mnoZenja za kombinovanje sekvenci X, [k]iX,,[k].
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Dakle, za izracunavanje DFT podelom sekvence na parni i neparni deo ukupno je potrebno
2N(N +1) realnih mnoZenja, §to je manje od 4N? ako je N >2. Posto je po pretpostavci duzina
ulazne sekvence N =27, sekvence x,,[n] 1 x;,[n] imaju paran broj elemenata pa se mogu, u cilju
daljeg smanjenja broja operacija, ponovo podeliti na parcijalne sekvence duzine N/4 po osnovu
parnosti indeksa. Tako se dobija:

N/4-1 N/4-1

Xyolk]= Zx1o[2n]W§f‘é’ + me[zn"'l]WA]/C/(;”H) =
n=0 n=0
N/4-1 N/4-1
= D xpg W + Wk D oy [nW,,  k=012,...,Nj4—1 (5.19)
n=0 n=0
N/4-1 N/4-1
Xp[k1= D xpn[nWL + Wk D xps[nIW,, k=012, ,Nj4—1 (5.20)
n=0 n=0
gde je:
Xyoln]=x19[2n], x51[n]=2x,0[2n+1] (5.21)
Xp[n]=xy[2n], xp[n]=2x,[2n+1]
in=0,1,2,...,N/4—1. 1z jednacina (5.19) i (5. 20) takode sledi:
Xi[k)= Xog K1+ W X (K], XLk + N/41= Xog[k]= W35 ] 5.22)

Xy [k]= Xyp[k]+ Wﬁszg[k], X[k +N/41= X,,[k]- Wzslszs[k]

za k=0,1,2,...,N/4-1.

Podelom ulazne sekvence na Cetiri parcijalne sekvence dalje se smanjuje broj potrebnih
aritmetickih operacija. Posto je N =27, postupak podele se moze nastaviti. U opStem slucaju, posle
m koraka dekompozicije ulazna sekvenca podeljena je na parcijalne sekvence:

Xl 1] = X(u_1)0[2n]

X, [n]= x(m_l)O[Zn +1]

X,,[n]= x(m71)1[2n] (5.23)
X,3ln]= x(m_m[2n +1]

gde je n= 0,1,...,N/2’” —1. U frekvencijskom domenu se dobija:
Xyol k1= X, [R1+ W5 X, (]
X ol + N/2"] = X, [k]- W3 X, [£]
X n[K]= X, o [kT+ W2 X o [K] (5.24)
Xl + N2 = X, o[k W3" 5 X, k]

gdeje k=0,1,...,N/2" —1.
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Postupak dekompozicije moze se izvrsiti p puta, tj. sve dok se ne dobiju parcijalne sekvence
od samo jednog elementa, ¢ija je DFT jednaka samom elementu. Dakle, u poslednjem koraku
dekompozicije se ima:

X ,;[01=x,[0], i=01,..,N~1 (5.25)

Kompletan proces izracunavanja DFT za ulaznu sekvencu od 8 elemenata prikazan je na
slici 5.6. Sa slike se vidi da ukupno postoji p =log, N stepeni u kojima se rastavljaju sekvence na
dve podsekvence. U svakom stepenu postoji N/2 leptir operacija, tako da je ukupan broj leptir
operacija:

N

Ny = ?log2 N (5.26)
a ukupan broj realnih mnozenja, sabiranja i izraCunavanja trigonometrijskih funkcija je:
N, =2Nlog, N (5.27)
N,=3Nlog, N (5.28)
N;=Nlog, N (5.29)
x[0] © X[0]
wi >< / \
x[4] © X[1]
fan L /
x[2] © . 5 X[2]
i w7
x[6] © 1 1 >©<i X[3]
wy
x[1] O X[4]
1 -1
W T w OO
x[5] O 2 X[5]
wo 1w RS
x[3] © 5] 8 X[6]
w? ><<: w2 AAQ w \Q
x[7] O N N X[7]
-1 -1 -1

Slika 5.6 Kompletan dijagram toka FFT algoritma sa preuredivanjem ulazne sekvence za N = 8.

Dakle, broj potrebnih operacija mnoZenja, sabiranja 1 izraCunavanja trigonometrijskih
funkcija je znatno smanjen u odnosu na direktni metod izratunavanja prema izrazu (5.1). Poredenje
broja operacija u direktnom i brzom izracunavanju DFT prikazano je u Tabeli 5.1. Na primer, ako
ulazna sekvenca ima 512 elemenata, broj operacija mnozenja u opisanom algoritmu iznosi svega
0.88% od broja mnoZzenja u direktnom metodu izraCunavanja. Sli¢na uSteda se postiZe 1 za operacije
sabiranja 1 izraCunavanja trigonometrijskih funkcija. Zbog toga je opisani algoritam tipican
predstavnik algoritama za efikasno izracunavanje DFT poznatih pod nazivom Brza Furijeova
Transformacija (Fast Fourier Transform - FFT).
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Tabela 5.1 Broj aritmetickih operacija kod DFT i FFT algoritama.

DFT DIT FFT

p N Nr Ny N 4 Nr Ny N 4

2 4 32 64 48 8 16 24

3 8 128 256 224 24 48 72

4 16 512 1024 960 64 128 192

5 32 2048 4096 3968 160 320 480
6 64 8192 16384 16128 384 768 1152
7 128 32768 65536 65024 896 1792 2688
8 256 131072 262144 261120 2048 4096 6144
9 512 524288 1048576 1046528 4608 9216 13824
10 1024 2097152 4194304 4190208 10240 20480 30720
11 2048 8388608 16777216 16769024 22528 45056 67584
12 4096 33554432 67108864 67092480 49152 98304 147456

5.5.2 PREUREDIVANJE ULAZNIH PODATAKA

Sa slike 5.6 se moZe uociti da je izmenjen redosled ulaznih podataka Sto je posledica niza
uzastopnih podela sekvenci na dva dela po osnovu parnosti indeksa. Proces preuredivanja odbiraka

ulazne sekvence duzine N =27 se u opstem slucaju vrsi na osnovu jednacine:

gde su j i1 i indeksi preuredene i1 originalne ulazne sekvence. Proces preuredivanja obavlja se na
slede¢i nacin. Prvo se decimalne vrednosti indeksa i napiSu u binarnom obliku sa minimalno
potrebnim brojem bita p =log, N. Zatim se binarne sekvence brojeva koje predstavljaju indekse
invertuju 1 ponovo konvertuju u decimalni oblik. Opisana procedura preuredivanja ulazne sekvence
naziva se bit inverzija (engl. bit reversal). Postupak inverzije bita i preuredivanja indeksa u slucaju

xbr[j] = X[l]

N =8 (p =3) prikazan je u Tabeli 5.2.

Tabela 5.2 Formiranje indeksa preuredene sekvence.

Indeks ulazne sekvence

Indeks preuredene sekvence

Decimalni Binarni Binarni Decimalni
0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7
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Posto se u opisanom algoritmu preureduje ulazna sekvenca, tj, preuredivanje se vrsi u
vremenskom domenu, ovakav FFT algoritam naziva se FFT algoritam sa preuredivanjem u
vremenu. U literaturi na engleskom jeziku ovaj algoritam naziva decimation-in-time (DIT)
algoritam, pa se 1 u na$oj terminologiji odomacio naziv decimacija (desetkovanje) u vremenu. Kako
se u poslednje vreme u literaturi iz obrade signala pod decimacijom uglavnom podrazumeva
redukcija broja odbiraka, pravilnije je i pogodnije koristiti naziv algoritam sa preuredivanjem u
vremenu, ili krace, DIT algoritam.

5.5.3 POTREBNA MEMORIJA ZA IZRACUNAVANJE DFT

U programskoj realizaciji direktnog algoritma za izraCunavanje DFT (slike 5.1 1 5.3) za
smestanje ulaznih i izlaznih podataka bili su potrebni posebni vektori. Dakle, potreban memorijski
prostor za smeStanje podataka iznosio je 4N, gde je N duzina ulazne kompleksne sekvence.
Medutim, opisani FFT algoritam sa preuredivanjem u vremenu ima jednu interesantnu osobinu. Da
bi je ispitali, posmatrajmo leptir operaciju u m-tom stepenu dekompozicije koja je posebno
prikazana dijagramom toka na slici 5.7, a opisana je jednac¢inama:

Xyalrl= X, [r]+ Wy X, [s] (5.31)

X,ls]= X, [r] =Wy X, [s] (5.32)
gdeje s=r+N/2" it==2""k, k=0,1,...,N/2" 1.

X r X0 I XM X[

X,[s] X, 8] X 8] > X [s]

wt -1
Wi

Slika 5.7 Dijagram toka leptir operacije FFT algoritma sa preuredivanjem u vremenu.

Dakle, u bilo kom stepenu izvrSavanja algoritma, podaci ¢iji su indeksi » i s potrebni su za
izracunavanje samo dva nova podatka na istim lokacijama. Ako se izraCunavanje obavlja kolonu po
kolonu sa slike 5.6, 2 N memorijskih lokacija u kojima se nalazi ulazna sekvenca moze se koristiti
za smestanje medurezultata i izlazne DFT sekvence. Ustvari, potrebna je joS samo jedna dodatna
memorijska lokacija za smeStanje medurezultata kod izvrSavanja svake od leptir operacija. Ovakav
efikasan postupak za koriS¢enje memorije naziva se izracunavanje u mestu (engl. in-place
computation) i veoma je vazan kada je memorijski prostor ogranicen.

U primenama gde se ne moze tolerisati izmena redosleda elemenata ulazne sekvence,
opisani algoritam se moZze restrukturirati tako da i ulazna i izlazna sekvenca budu u prirodnom
redosledu. Takvi algoritmi (engl. not-in-place) su brzi, jer se ne vrsi operacija preuredivanja, ali
zahtevaju dodatnih 2N memorijskih lokacija za smeStanje medurezultata i izlaznih podataka.
Medutim, struktura takvih algoritama je komplikovanija, pa se zbog toga retko koriste.

5.5.4 MODIFIKACIJE OSNOVNOG DIT ALGORITMA

U novijoj literaturi o digitalnoj obradi signala opisan je veéi broj razlicitih algoritama za
efikasno izracunavanje DFT, a izvrSena je i1 njihova klasifikacija. U takvoj klasifikaciji se u klasu
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algoritama sa preuredivanjem u vremenu svrstavaju svi algoritmi kod kojih se prilikom izvodenja
algoritma koristi dekompozicija ulazne sekvence, odnosno leptir kao na slici 5.7, bez obzira na to da
li su na kraju ulazni podaci u prirodnom ili bit inverznom redosledu.

Ako se u dijagramu toka koji je prikazan na slici 5.6 izvrsi preuredivanje ¢vorova, rezultat
izraCunavanja se ne¢e promeniti ako se pri pomeranju svakog ¢vora pomeraju i grane koje izlaze ili
ulaze u njega. Jedina promena nastaje u nafinu smeStanja ulaznih i izlaznih podataka, kao i
medurezultata. Da bi se ocuvalo izraCunavanje u mestu potrebno je da ulazni i izlazni ¢vorovi svake
leptir operacije leze na istoj horizontali. Na primer, preuredivanjem dijagrama toka sa slike 5.6
moze se dobiti dijagram toka prikazan na slici 5.8 u kome je ulazna sekvenca u prirodnom, a
izlazna u bit inverznom redosledu. Dijagram toka na slici 5.8 i dalje predstavlja algoritam sa
preuredivanjem u vremenu [C-38], jer su leptir operacije na slikama 5.6 1 5.8 identi¢ne.

x[0] ©
/.
S

\1\4
-1
x[4] O g X[1]
/S T
X[5] O >< X[5]
A
-1

1
0
wo \ wl
x[6] ©

X[7] O

Slika 5.8 Dijagram toka DIT algoritma sa ulaznom sekvencom u normalnom
i izlaznom u bit inverznom redosledu

Preuredivanjem na opisani nacin moze se dobiti veliki broj razli¢itih alternativnih verzija
algoritma sa preuredivanjem u vremenu. Vecina takvih struktura nema nikakav prakti¢ni znacaj
zbog toga §to je redosled elemenata ulazne ili izlazne sekvence neregularan, ili zbog toga Sto se
izraCunavanje ne vr$i u mestu. Na primer, moZze se napraviti struktura kod koje su obe sekvence u
normalnom redosledu, ali je, nazalost, za izraCunavanje u svakom koraku potrebno dodatno zauzece
memorije za 2 vektora od N elemenata.

Jos jedna alternativna struktura koja ima korisne primene, opisana u [S-9], prikazana je na
slici 5.9. Sa slike 5.9 se uocava da svi leptirovi u dijagramu toka imaju istu geometriju. Ulazni
podaci u leptir imaju susedne memorijske lokacije, dok se indeksi izlaznih podataka iz leptira uvek
razlikuju za N/2. Zbog toga je optimalna organizacija podataka u memoriji takva da su ulazni i
izlazni podaci smesteni u Cetiri kompleksna vektora (osam realnih) duzine N/2. Na pocetku se
jedna polovina ulaznih podataka u bit inverznom redosledu nalazi u vektoru 1, dok se druga nalazi
u vektoru 2. Izlazni rezultati iz leptirova se naizmeni¢no smestaju u vektore 3 1 4. U slede¢em
stepenu izraCunavanja vektori 3 1 4 predstavljaju ulaze leptirova, dok se vektori 1 1 2 koriste za
smestaj rezultata izraCunavanja. Ovakva struktura je pogodna zbog toga Sto se ulazni podaci
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uzimaju u racun na sekvencijalni nacin. Takav pristup podacima je od posebnog interesa kada se
obraduju dugacke sekvence koje ne mogu da se smeste u operativhu memoriju racunara.

x[0] © X[0]

o .‘ WS .‘ Wﬁ o /. X[1]
x[6] © .:‘:‘}(..:‘(‘}w:‘}<o NE)
R

O O -1 70 X[6]

X[7] © X[7]

Slika 5.9 Dijagram toka DIT algoritma sa fiksnom geometrijom leptirova.

5.6 FFT ALGORITAM N =2° SA PREUREDIVANJEM U
FREKVENCIJSKOM DOMENU

Algoritmi za brzo izracunavanje DFT koji su zasnovani na dekompoziciji izlazne sekvence
poznati su pod opStim nazivom algoritmi sa preuredivanjem u frekvencijskom domenu (engl.
decimation-in-frequency - DIF). U izvodenju osnovnog DIF algoritma obi¢no se polazi od
sekvence duzine N =27 jer je tada proces dekompozicije najjednostavniji. Proces dekompozicije
izlazne sekvence vrsi se njenom podelom prema parnosti indeksa DFT odbiraka. Odbirci sa parnim
indeksima dati su izrazom:

N-1 N/2-1 N-1
X[2k]1= Y x5 = D x[nIWg + D Wy =
n=0 n=0 n=N/2
N/2-1 N/2-1
= > AW+ > x[n+ N2 VD g =0,12,...,N/2~1 (5.33)
n=0 n=0

Zbog periodi¢nosti funkcije Wy, kao i zbog jednakosti Wi =Wy,, ima se:
W]ik(n+N/2) _ W]%kn W](ch _ W]%kn — W£72 (534)

odnosno, iz (5.24) se dobija:

N/2-1
X[2k]1= Y (x{n]+x{n+ N/2)W¥},, k=012,.,N/2-1 (5.35)

n=0

Na sli¢an nacin se za izlazne odbirke sa neparnim indeksima dobija:

N-1 N/2-1
X[2k+11= D x[nWy D = 3" (x[n]—x{n+ N/ 2)WiWy,, k=012, ,N/2—1 (5.36)

n=0 n=0
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Jednac¢inama (5.35) 1 (5.36) moze se dati odgovaraju¢a interpretacija. Na primer, suma u
jednacini (5.35) predstavlja DFT sekvence x,,[n] od N/2 ¢lanova koja se dobija sabiranjem
odgovarajucih ¢lanova prve 1 druge polovine ulazne sekvence. Interpretacija sume u izrazu (5.36)
nesto je komplikovanija. Naime, to je ponovo DFT sekvence x,,[n] od N/2 ¢lanova, koja se dobija
oduzimanjem odgovarajucih ¢lanova iz druge polovine od ¢lanova prve polovine ulazne sekvence i
mnozenjem dobijene razlike sa Wy . Dakle, iz (5.35) 1 (5.36) sledi:

N/2-1
X[2k]= Y xo[nlW},, k=012,...,N/2-1 (5.37)
n=0
N/2-1
X[2k+1]= Zx“[n N/z, k=01.2,...,N/2-1 (5.38)
n=0
gde je:
xo[n] = x[n]+x[n+ N/2] (5.39)
xy[n]=(x{n]—-x[n+ N/2])Wy (5.40)
Opisani postupak dekompozicije za slu¢aj N =8 se moze predstaviti dijagramom toka na
slici 5.10.

X[0] 0 X[0]
X[1] \ DFT o X[2]
X[2] C\v N/2 tagaka | o xq
x[3] E>\<>©< 0 X[6]
x[4] Wy 0 X[1]
XS] >©<\} LTS S E——
X[6] c/ A\ WH | Ni2tadaka |~ o xqg

1
3
X[7] / o Wi o X[T]

Slika 5.10 Prvi korak u razvoju FFT algoritma sa preuredivanjem u frekvencijskom domenu.

Kao i u sluéaju DIT algoritma, proces dekompozicije se moze dalje nastaviti, jer je i N/2
paran broj zbog uslova N =27, Posle m koraka dekompozicije, dobija se:

N/2m-1
X[2"k]= meo[n] foie
N/2m-1
X[2"k+2" = mel[n /2,,, (5.41)

gde je k=0,1,...,N/2m—l, a takode:
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Xpuol1] = Xyl 1]+ X y_pyolt + N/2"]

%,lm) = (%ol = Xyoln + N/ 2" R (5.42)

gdeje n=0,1,...,N/2" 1.
Postupak dekompozicije se nastavlja sve dok se ne dobiju parcijalne sekvence od samo

jednog elementa, Cija je DFT jednaka samim elementima. Kompletan dijagram toka DIF algoritma
za N =8 prikazan je na slici 5.11. Sa slike se vidi da su ulazni podaci u prirodnom, a izlazni u bit

inverznom redosledu.
x[0] o X[0]
x[1] z\ //Q / >_<;W'g o X[4]
: iy o, Xge]

X[4]

0
-1 i ° X[
SO w T e
X[5] " 9 O X[5]
Lwi D w
W W 0
X[7] © o+ T - W X

Slika 5.11 Dijagram toka DIF algoritma za N = 8.

Lako se moZe uoditi da se i kod DIF algoritma izraunavanje sastoji od izraGunavanja N/2
leptira Cija je struktura prikazana na slici 5.12. I ova konfiguracija leptira, koja je u opsStem slucaju
opisana jednacinama:

Xyalr]= X, [r]+ X, [s] (5.43)

Xals]=(X,[r1- X, [y, (5.44)

gde je s=r+N/2’" it==2""k, k:O,l,...,N/2m—1, zahteva izraCunavanje dve trigonomet-
rijske funkcije, jedno kompleksno (Cetiri realna) mnozenje i dva kompleksna (Sest realnih)

sabiranja. Dakle broj aritmeti¢kih operacija je isti kao kod DIT algoritama i1 dat je jedna¢inama
(5.21), (5.22) 1 (5.23).

X It >0 X_ 1
W,
X ls] >0 X, 48]

Slika 5.12 Dijagram toka leptir operacije kod DIF algoritma.

Leptir za DIF algoritam takode poseduje osobinu izra¢unavanja u mestu, jer se ulazni
podaci koriste samo u okviru jednog leptira. Dakle, i zauze¢e memorije je identicno kao kod DIT
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algoritama 1 iznosi 2N memorijskih lokacija za ulazno-izlazne podatke i jednu memorijsku
lokaciju za medurezultate.

Na prvi pogled, glavna razlika izmedu osnovnih verzija DIT i1 DIF algoritma je u uredenju
ulaznih 1 izlaznih podataka. Medutim, kako se uredenje podataka u slucaju DIT algoritma moze
menjati, kako je to pokazano na slikama 5.6, 5.8 1 5.9, jasno je da takav zakljucak ne vazi. Osnovna
razlika izmedu DIT i DIF algoritama je u konstrukciji leptira. Nazalost, ova Cinjenica se relativno
retko istie u literaturi iz digitalne obrade signala, gde uglavnom preovladuje nekorektno
objasnjenje zasnovano na uredenju ulaznih ili izlaznih podataka.

Na sli¢an nacin kao u prethodnom odeljku, transformacijama dijagrama toka moze se do¢i
do alternativnih formi DIF algoritma. Kao primer, na slici 5.13 je prikazana verzija DIF algoritma
kod koje su ulazni podaci u bit inverznom a izlazni podaci u normalnom redosledu, dok je na slici

e A
X[1]

o /,
O X[2]

St O

WN

X[3]

-1 0

K
ZARS AT
Wy Wy
Ag
-1

5.14 prikazana verzija DIF algoritma sa konstantnom geometrijom leptira.
x[0]

x[4]

X[2]

X[6]

x[1]

X[5]

X[5
1 [3]
W,i WE‘

X[6]

X[3]

X[7] O X[7]

%
>
>
X

Slika 5.13 Dijagram toka DIF algoritma sa ulaznom sekvencom u bit inverznom i
izlaznom sekvencom u normalnom redosledu.

SR SHE SHE
BN BN BN e
o N N oo

3 2 0
WN WN WN

X[7] f g o o X[7]

Slika 5.14 Dijagram toka DIF algoritma sa leptirima konstantne geometrije.
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5.7 PROGRAMSKA IMPLEMENTACIJA FFT ALGORITAMA

5.7.1 OSNOVNA PROGRAMSKA IMPLEMENTACIJA DIT ALGORITMA

Opisani FFT algoritam sa preuredivanjem u vremenu lako je pretoCiti u programsku
implementaciju u nekom visem programskom jeziku. Kao primer, na slici 5.15 prikazana je
osnovna verzija programa napisana u programskom jeziku FORTRAN. Prikazani program je
demonstracionog karaktera jer se trigonometrijske funkcije izracunavaju svaki put kada su
potrebne, $to se, kao Sto e biti kasnije objasnjeno, izbegava u efikasnim realizacijama.

C

C BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIT ALGORITAM
C

C XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.

c Xl - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
C M = LOG2(N)

C

SUBROUTINE DITFFT(XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)

N=2**M
DO 30 K = 1,M
LEP2 = 2**K
PHI = 6.283185307 / LEP2

LEP = LEP2 / 2
DO 20 J = 1,LEP
ARG = (J-1)*PHI
C = COS(ARG)
S = -SIN(ARG)
DO 10 1 = J,N,LEP2

IP = 1 + LEP
TR = XR(IP)*C - XI(IP)*S
TI = XR(IP)*S + XI(IP)*C

XR(IP) = XR(I) - TR
XI(IP) = XI(D) - TI
XR(1) = XR(1) + TR
XI(D = X1(1) + TI
10 CONTINUE
20 CONT INUE
30 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.15 FORTRAN implementacija DIT algoritma.

Kao §to se vidi, struktura programa je izuzetno jednostavna. Pretpostavljeno je da se ulazni
podaci ve¢ nalaze u bit inverznom redosledu. U spoljnjoj petlji (DO 30), koja se izvrSava
M =log, N puta, bira se stepen iz dijagrama toka sa slike 5.8 1 odreduje vrednost inkrementa
faznog ugla prilikom izraCunavanja rotacionih faktora u unutraS$njim petljama. U drugoj petlji
(DO 20), koja se izvrSava 2 **K puta, gde je K redni broj stepena izraCunavanja, u svakom prolazu
izracunacde se vrednosti onih leptirova koji imaju isti rotacioni faktor. U unutrasnjoj petlji (DO 10)
izvrSava se sama leptir operacija sa ve¢ pripremljenim podacima za vrednosti trigonometrijskih
funkcija.

5.7.2  OSNOVNA PROGRAMSKA IMPLEMENTACIJA DIF ALGORITMA

Kao §to je to bio slucaj sa DIT algoritmom, i osnovni DIF algoritam se moze lako
programirati u nekom viSem programskom jeziku. Kao primer, na slici 5.16 prikazana je osnovna
verzija programa napisana u programskom jeziku FORTRAN.
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C
C BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIF ALGORITAM
C
C XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
c Xl - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
C M = LOG2(N)
C
SUBROUTINE DIFFFT(XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N=2%*
DO 30 K = 1,M
LEP2 = 2**(M+1-K)
PHI = 6.283185307 / LEP2
LEP = LEP2 / 2
DO 20 J = 1,LEP
ARG = (J-1)*PHI
C = COS(ARG)
S = -SIN(ARG)
DO 10 1 = J,N,LEP2
IP =1 + LEP
TR = XR(1) - XR(IP)
TI = XI(1) - XI(IP)
XR(1) = XR(1) + XR(IP)
X1(D = X1(1) + X1(1P)
XR(IP) = TR*C - TI*S
XI(IP) = TR*S + TI*C
10 CONT INUE
20 CONT INUE
30 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.16 FORTRAN implementacija DIF algoritma.

C
C PREUREDJIVANJE VEKTORA PO BIT INVERZNOM REDOSLEDU INDEKSA
C

C XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.

c Xl - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.

C M = LOG2(N)

C

SUBROUTINE BITREV (XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N=2%*
N2 =N/ 2
LAST = N - 1
J=1
C BROJAC PO 1 BROJI U PRIRODNOM REDOSLEDU
DO 10 1 = 1,LAST
IF (1.LT.J) THEN

T = XR(I)
XR(1) = XR(J)
XR(I) = T
T = XI(1)
X1 = X1QJ3)
X1@) =T
ENDIF
K = N2

C BROJAC PO J BROJI U BIT INVERZNOM REDOSLEDU
DOWHILE (K.LT.J)

J=J-K
K=KZ7Z2
ENDDO
J=J+K
10 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.17 Potprogram za realizaciju preuredivanja podataka bit inverzijom indeksa.
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5.7.3 IMPLEMENTACIJA ALGORITMA ZA PREUREDIVANJE PODATAKA

Kao 8§to je ve¢ receno u prethodnim odeljcima, svi algoritmi kod kojih se izracunavanje
obavlja u mestu zahtevaju preuredivanje ulaznih ili izlaznih podataka. Kako pri formiranju
sekvence sa indeksima u bit inverznom redosledu uvek po dva elementa medusobno zamenjuju
mesta, zamena mesta elemenata u sekvenci se vrsi ako su zadovoljeni slede¢i uslovi:

i=brljl, i#j, i<j (5.45)
C
C PREUREDJIVANJE VEKTORA PO BIT INVERZNOM REDOSLEDU INDEKSA
C
C XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
c Xl - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
cC M = LOG2(N)
C

SUBROUTINE BITREV (XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N2=2**(M-1)
N4 = N2 / 2
N21 = N2 + 1
LAST = N2 - 1
J=1
C BROJAC PO 1 BROJI U PRIRODNOM REDOSLEDU
DO 10 1 = 1,LAST,2
IF (1.LT.J) THEN

T = XR(D)
XR(1) = XR(J)
XR(JI) = T
T = XI(D)
X1(1) = X1Q)
X1 =T

T = XR(1+N21)
XR(1+N21) = XR(J+N21)
XR(I*N21) = T
T = X1(1+N21)
XE(I+N21) = X1(J+N21)
XI(I+N21) = T

ENDIF
T = XR(1+1)
XR(1+1) = XR(JI+N2)
XR(I*N2) = T

T = XI(1+1)
X1(1+1) = X1(JI+N2)
XI(I+N2) = T

K = N4

C BROJAC PO J BROJI U BIT INVERZNOM REDOSLEDU
DOWHILE (K.LT.J)
=J-K
K=KZ/?2

J=J+K
10 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.18 PoboljSani potprogram za preuredivanje podataka bit inverzijom indeksa.

gde operacija br[ j] oznaCava generisanje broja Cija je binarna predstava bit inverzni oblik binarne
predstave broja j U vecini dosadasnjih programskih realizacija FFT algoritama upotrebljen je
algoritam za preuredivanje koji je zasnovan na koriS¢enju dva brojaca, od kojih jedan broji u
normalnom a drugi u bit inverznom redosledu [G-11], ¢ija je programska realizacija prikazana na
slici 5.17. Posto se pri preuredivanju izvode samo operacije izracunavanja indeksa i zamene mesta
podataka, trajanje operacije preuredivanja predstavlja mali deo (oko 10%) trajanja FFT algoritma.
Zbog toga se dugi niz godina nije posvecivala skoro nikakva paznja ubrzanju operacije
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preuredivanja. Medutim, poslednjih nekoliko godina, zbog znatnog ubrzanja izvodenja osnovnog
dela FFT algoritama, udeo preuredivanja u ukupnom trajanju algoritma postao je znacajniji, pa se u
literaturi pojavilo nekoliko metoda koje ubrzavaju proces preuredivanja opisan u [G-11]. Jedna
grupa metoda zasnovana je na poboljSanju originalne metode sa bit inverznim brojacem, a druga na
podeli binarne predstave indeksa i nalaZenju parcijalnih bit inverznih vrednosti. Na slici 5.18
prikazana je FORTRAN verzija algoritma opisanog u [Y-8], koji spada medu najjednostavnije 1
najefikasnije algoritme za preuredivanje vektora po bit inverznom redosledu indeksa.

5.7.4 JEDNOSTAVNA POBOLJSANJA PROGRAMSKE IMPLEMENTACIJE

Programska implementacija DIT algoritma, prikazana na slici 5.15, nije optimalna sa
glediSta brzine izvrSavanja. Ona je, nema sumnje, daleko brza od direktnog izraCunavanja (slika
5.1), ali se moze dosta poboljsati. Pre svega, moZe se primeniti rekurzivno izraCunavanje
trigonometrijskih funkcija prema formuli:

W =wew D (5.46)

Program sa rekurzivnim izrac¢unavanjem trigonometrijskih funkcija, koji je prikazan na slici
5.19, razlikuje se od programa sa slike 5.15 samo u detaljima u spoljnjoj i srednjoj petlji (DO 30 i
DO 20).

BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIT ALGORITAM
REKURZIVNO 1ZRACUNAVANJE TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

XR REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
X1 - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
M LOG2(N)

OO0O0O00O0O0O0O0

SUBROUTINE DITFFT(XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)

N=2**M
DO 30 K = 1,M

LEP2 = 2%*K

LEP = LEP2 / 2

UR = 1.

ur = o.

ARG = 6.283185307 / LEP2

C = COS(ARG)

S = -SINCARG)

DO 20 J = 1,LEP

DO 10 1 = J,N,LEP2

IP =1 + LEP
TR = XR(IP)*UR - XI(IP)*Ul
TI = XR(IP)*UI + XI(IP)*UR
XR(IP) = XR(1) - TR
XI(IP) = X1(1) - TI

XR(1) = XR(I) + TR
XI(D) = X1(1) + TI
10 CONT INUE
TR=UR
UR = TR*C - UI*S
Ul = TR*S + UI*C
20 CONT INUE
30 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.19 FORTRAN implementacija rekurzivnog DIT algoritma.
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Osnovni nedostatak rekurzivnog izracunavanja trigonometrijskih funkcija je akumulacija
greSaka izraCunavanja, §to je posebno izrazeno ako su promenljive predstavljene malim brojem bita
1 ako se radi sa dugackim sekvencama. U takvim slu€ajevima se nekim pogodnim koeficijentima
mogu dati unapred definisane vrednosti (na primer Wlf/ * =), ¢ime se svakako popravlja taénost
izraCunavanja.

Jos brze i tacnije izraCunavanje DFT moze se posti¢i ako se sve vrednosti trigonometrijskih
funkcija unapred izraGunaju i smeste u tabelu (dva vektora dimenzije N/2). Koeficijenti mogu biti
izraCunati 1 zapamc¢eni u normalnom ili bit inverznom redosledu. Ovaj pristup je pogodan ako se
program Cesto koristi za odredivanje DFT sekvenci iste duzine. Primer implementacije DIT
algoritma sa trigonometrijskim funkcijama u tabeli prikazan je na slici 5.20. Inicijalizacija tabela
sinusa 1 kosinusa moZe se izvrsiti pomocu potprograma sa slike 5.2 pri ¢emu se koriste samo prve
polovine generisanih vektora.

C
C BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIT ALGORITAM
C TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE U TABELAMA
C
C XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
cC Xl - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
C M = LOG2(N)
C WR - TABLICA VREDNOSTI KOSINUSA.
cC Wi - TABLICA VREDNOSTI SINUSA.
C
SUBROUTINE DITFFT(XR,XI,M,WR,WI)
DIMENSION XR(1), XI(1), WR(1), WI(1)
N=2%*\
DO 30 K = 1,M
LEP2 = 2**K
LEP = LEP2 / 2
IS = N /LEP2
IN =1
DO 20 J = 1,LEP
C = WRCIN)
S = -WICIN)
IN=IN+IS
DO 10 1 = J,N,LEP2
IP =1 + LEP
TR = XR(IP)*C - XI(IP)*S
TI = XR(IP)*S + XI(IP)*C
XR(IP) = XR(1) - TR
XI(IP) = X1(1) - TI
XR(1) = XR(I) + TR
XI(D) = X1(1) + TI
10 CONT INUE
20 CONT INUE
30 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.20 FORTRAN implementacija DIT algoritma sa tablicom trigonometrijskih funkcija.

5.7.5 REDUKCIJA ARITMETICKE SLOZENOSTI ALGORITAMA

Analizom potrebnog broja operacija za izvrSavanje FFT algoritma sa preuredivanjem u
vremenu doslo se do izraza (5.29), prema kome broj izra¢unavanja trigonometrijskih funkcija iznosi
Nlog, N.Medutim, u toj analizi je zanemareno da u svim leptirima nije potrebno generisati po dve
vrednosti trigonometrijskih funkcija. Naime, u leptirima u prvom stepenu izracunavanja kod DIT
algoritma (ili poslednjem stepenu kod DIF algoritma) vrednost rotacionog faktora je jednaka 1
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(WI?). Broj takvih leptira je Nz = N/2 pa se broj izraGunavanja trigonometrijskih funkcija moze
smanjiti za 2N, = N, broj mnoZenja za 4N, =2N, a broj sabiranja za 2N, = N . Programska
implementacija DIF algoritma sa dodatnim leptirom koji se izvrSava kada je vrednost rotacionog

faktora jednaka 1 prikazana je na slici 5.21.

OO0O0O000O0O0O00O0O0OO0

OO0

[eXeXe]

Iz dijagrama toka DIT i1 DIF algoritama uocava se da u nekim leptirima vrednost rotacionog
faktora iznosi j = W[f/ * tako da se broj potrebnih izratunavanja trigonometrijskih funkcija, kao i
broj realnih mnozenja i sabiranja moze dalje smanjiti uvodenjem jos jednog posebnog leptira. Broj

takvih leptira iznosi:

BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA.
DIF ALGORITAM SA DVA LEPTIRA

TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE U TABELAMA.

XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
X1 IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
M = LOG2(N)

WR - TABLICA VREDNOSTI KOSINUSA.

Wi - TABLICA VREDNOSTI SINUSA.

SUBROUTINE DIF2FFT(XR,XI,M,WR,WI)
DIMENSION XR(1), XI(1), WR(1), WI(1)

N=2%*

DO 40 K = 1,M
LEP2 = 2**(M+1-K)
LEP = LEP2 / 2

LEPTIR ZA MNOZENJE SA 1

DO 10 1 = 1,N,LEP2
IP = 1 + LEP
TR = XR(1) - XR(IP)
TI = XI(1) - XI(IP)

XR(1) = XR(I) + XR(IP)
X1(1) = X1(1) + X1(1P)
XR(IP) = TR
XI(IP) = TI
CONT INUE
IF (K.LT.M) THEN
KP = 2**(K-1)
IARG = 1
DO 30 J = 2,LEP
IARG = IARG + KP
C = WR(IARG)
S = -WI(IARG)

10

STANDARDNI LEPTIR

DO 20 1 = J,N,LEP2
LEP

1 +
XR(1) - XR(IP)
X1

—
0
I n

XR(I)
NIO)
XR(IP)
X1(1P)
CONT INUE
CONT INUE
ENDIF
40 CONTINUE
RETURN
END

XR(1) +
XI() +
TR*C -
TR*S +

20
30

Slika 5.21 Realizacija DIF algoritma sa dva leptira.

D - XI(IP)
XR(IP)
X1(IP)
TI*S
TI*C
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N
Npg,=—)2"=27-2=N-2 (5.47)
2%
pa se broj izraCunavanja trigonometrijskih funkcija moZe smanjiti za 2N,z =2N -4, broj
mnoZenja za 4Nz =4N -8, a broj sabiranja za 2N,z =2N—4. Naravno, programska
implementacija ima tri razlicita leptira i prikazana je na slici 5.22 za slu¢aj DIF algoritma.

Dalje smanjenje broja izraCunavanja trigonometrijskih funkcija, uz povecanje slozenosti
programa, moze se izvrsiti ako se uoci da su vrednosti rotacionog faktora u specijalnim sluc¢ajevima
W,f B=\2 (I+)) 1 W;K/ S=2 (=1+j), odnosno da zahtevaju samo po jedno izraCunavanje
trigonometrijskih funkcija, dva realna mnozenja 1 Cetiri realna sabiranja po leptiru. Kako je broj
takvih leptirova:

NG
Npy=—>»27"=2""2=N/2-2 (5.48)
43
broj izradunavanja trigonometrijskih funkcija smanjen je za Ny, = N/2-2, a broj mnoZenja i
sabiranja za po 2Nz, = N —4. Programska implementacija onda ima pet razli€itih leptirova pa se
zbog toga retko koristi.

U slucajevima kada se izracunavanje po FFT algoritmu izvrSava na sistemu kod koga je
trajanje operacije mnozenja znatno duze od trajanja operacije sabiranja, moze se posti¢i znatna
uSteda modifikacijom algoritma za mnoZenje kompleksnih brojeva. Naime, uobi¢ajeni nacin za
mnozenje kompleksnih brojeva koji zahteva Cetiri mnoZenja realnih brojeva i dva sabiranja realnih
brojeva (tzv. 4/2 algoritam):

E+ jF=(A+ jB)(C+ jD)=(AC —BD)+ j(AD + BC) (5.49)
moze se zameniti ekvivalentnim izrazom:
E+ jF=[A(C-D)+D(A-B)]+ j[B(C+D)+D(A-B)] (5.50)

koji, kao §to se vidi, zahteva samo tri mnoZenja realnih brojeva i pet sabiranja realnih brojeva (3/5
algoritam). Medutim, ako se FFT algoritam realizuje sa tablicnim ocitavanjem vrednosti
trigonometrijskih funkcija, umesto da se u memoriji ¢uvaju vrednosti za C 1 D, mogu se unapred
izra¢unati i pamtiti vrednosti C+D i C— D, tako da se broj sabiranja smanjuje na tri (tzv. 3/3
algoritam). Ovakav nacin izvodenja mnozenja kompleksnih brojeva ima prednosti na svim
racunarskim sistemima kod kojih je trajanje operacije mnoZenja duze od trajanja operacije
sabiranja, a to su prakti¢no svi sistemi bez posebne hardverske podrSke za operaciju mnoZenja.

5.8 FFT ALGORITMI ZA N =4°P I N =8°

FFT algoritmi sa preuredivanjem u vremenu i po frekvenciji koji su opisani u prethodna tri
odeljka bili su razvijeni za duzinu sekvence N =2% pa se stoga nazivaju algoritmi sa osnovom 2,
ili, prema engleskoj terminologiji, radiks-2 algoritmi.

U literaturi o efikasnom izrac¢unavanju DFT poznati su i drugaciji nacini dekompozicije. Na
primer, sekvenca se moze deliti na Cetiri podsekvence (ako je N =47) ili na osam podsekvenci (ako
je N =8%). Kako se time mogu posti¢i izvesne usStede u broju izraCunavanja, interesantno je
razmotriti i klase radiks-4 i radiks-8 algoritama.
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BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIF ALGORITAM SA TRI LEPTIRA.
TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE U TABELAMA.

XR REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
X1 — IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
M LOG2(N)

WR - TABLICA VREDNOSTI KOSINUSA.

wi TABLICA VREDNOSTI SINUSA.

OO0O0O00O00O0O0O0O0

SUBROUTINE DIF3FFT(XR,X1,M,WR,WI)
DIMENSION XR(1), XI(1), WR(1), WI(1)
N=2%*\
DO 50 K = 1,M

LEP2 = 2**(M+1-K)

LEP = LEP2 / 2

JLAST = LEP + 1

SPECIJALNI LEPTIR ZA MNOZENJE SA 1

OO0

DO 10 1 = 1,N,LEP2
1 + LEP
XR(1) - XR(IP)
TI = XI(1D) - X1(IP)
XR(1) = XR(1) + XR(IP)
XI() = X1(1) + X1(1P)
XR(IP) = TR
XI(IP) = TI
10 CONT INUE
IF (K.LT.M) THEN
KP = 2**(K-1)
IARG = 1
DO 40 J = 2,LEP
IARG = IARG + KP
IF (J.NE.JLAST) THEN
C = WR(IARG)
S = -WI(IARG)

|
el
I n

¢

C STANDARDNI LEPTIR

¢
DO 20 1 = J,N,LEP2

1 + LEP

XR(1) - XR(IP)

X1(1) - X1(IP)
XR(1) = XR(1) + XR(IP)
XI() = X1(1) + X1(1P)
XR(IP) = TR*C - TI*S
XI(IP) = TR*S + TI*C

20 CONT INUE

ELSE

-
el
I n

¢
C SPECIJALNI LEPTIR ZA MNOZENJE SA J
¢

DO 30 1 = J,N,LEP2
I + LEP
XR(1) - XR(IP)
X1(1) - X1(IP)
XR(1) = XR(1) + XR(IP)
X1(D = X1(1) + X1(1P)

—
P
I n

XR(IP) = TI
XI(IP) = -TR
30 CONTINUE
ENDIF
40 CONT INUE
ENDIF
50 CONT INUE
RETURN
END

Slika 5.22 Realizacija DIF algoritma sa tri leptira.
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5.8.1 RADIKS-4 ALGORITMI

Posmatrajmo prvo FFT algoritam sa preuredivanjem ulazne sekvence. Ulazna sekvenca se
deli na Cetiri podsekvence: x[4n],x[4n+1],x[4n+2]1x[4n+3] gde je n=0,1,..., N/4. Onda je:

N/4-1 N/4-1 N/4-1 N/4-1
X[kl= D x{4nWy™ + Y x[4n+ 17D+ 5 xdn+ 207025+ > x{an+ 3w =
n=0 n=0 n=0 n=0
3 N/4-1 3 N/4-1 3
= D Do AAn+ | =D W D xSy | = DX (k] (5.51)
1=0 n=0 1=0 n=0 1=0
Takode je:
: I(k+N/4 Ry k+N/4
Xlk+N/41= Y &Y% [nwgly @:
1=0 | n=0
3 [ N/4-1 3 (5.52)
= Z(_j)lWlflk ZXU[W]W]%} = Z(‘j)lefkau[k]
1=0 | n=0 1=0
3
Xlk+N/2]1=) (-D)'Wy X, [k] (5.53)
=0
3
X[k+3N/4]= () Wy X, [k] (5.54)
=0
ili, uopsteno:
3
X[k +mN[4]= 3" (=" Wy X, [k] (5.55)
=0
gde je:
N/4-1 N/4-1
Xylkl= D x[nWyify = 3 xldn+ D03, (5.56)
n=0 n=0

Leptir operacija za radiks-4 DIT algoritam prikazana je na slici 5.23. Posto je Wy =1, za
izvrSenje leptir operacije potrebna su samo tri kompleksna, odnosno, 12 realnih mnoZenja. Kako se
postupak podele moZe nastaviti jer je N =47 =227, ukupno ima p stepeni sa N/4 leptirova u
svakom stepenu. Dakle, ukupan broj realnih mnozenja iznosi:

N, =12p%:1.5N10g2N (5.57)

Sto je za 25% manje od odgovarajuceg broja mnozenja kod osnovnih verzija radiks-2 algoritama.

Broj kompleksnih sabiranja u leptir operaciji sa slike 5.23 iznosi 12. Medutim, grupisanjem
sabiranja u leptiru 1 viSestrukim koris¢enjem dobijenih medurezultata, broj kompleksnih sabiranja
moze se smanjiti na osam. Dakle, ukupan broj realnih sabiranja, ukljucujuéi i ona koja poticu od
mnoZzenja kompleksnih brojeva iznosi:

N, =16p%+6p%=2.75N10g2N (5.58)
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odnosno, smanjen je za oko 8% u odnosu na osnovne verzije radiks-2 algoritama.

W
o N,
W t
O X
0
t
2t 2
O w '\& 3t
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O WN,

(@) (b)
Slika 5.23 Leptir operacija za radiks-4 DIT algoritam: (a) potpuni, (b) uproséeni simbol.

Kao i kod radiks-2 algoritama, broj potrebnih aritmetickih operacija moze se dalje smanjiti
uvodenjem specijalnih leptira. Isto tako, za realizaciju kompleksnog mnoZenja moze se koristiti 3/3
algoritam.

Preuredivanje ulazne sekvence je neophodno ako se Zeli izracunavanje u mestu. U ovom
slucaju, posto je u pitanju radiks-4 algoritam, indeksi se preureduju po digit inverznom redosledu.
Preuredivanje se izvodi na sledeé¢i nacin. Prvo se indeksi iz decimalnog sistema prevedu u brojni
sistem sa osnovom 4. Zatim se invertuje redosled cifara koje predstavljaju indekse, i na kraju se
invertovane predstave indeksa ponovo vrate u decimalni oblik. Treba primetiti da bit inverzni i digit
inverzni redosled nisu isti.

Na sli¢an nacin moze se izvesti odgovarajuci radiks-4 DIF algoritam. U tom slucaju, izlazna
sekvenca se deli na Cetiri podsekvence: X[4k], X[4k +1], X[4k+2]1X[4k+3], gde je
k=0,1,...,N/4. Na sli¢an na¢in kao kod DIT algoritma dobija se:

N/4-1

X[4k+m]= ) x,[nIWy), (5.59)
n=0
gde je:
3
Xpuln] =D (= )" Wi x[n+1N/4] (5.60)

=0

Leptir operacija za radiks-4 DIF algoritam prikazana je na slici 5.24.

Nastavljaju¢i proces dekompozicije sekvenci dolazi se do konacne verzije radiks-4
algoritma sa preuredivanjem u frekvencijskom domenu, koja je poznata kao radiks-4 DIF
algoritam. Broj aritmetickih operacija je identican kao kod DIT algoritma. Jedina razlika izmedu
ova dva tipa algoritma je u konstrukciji leptira.
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Slika 5.24 Leptir operacija za radiks-4 DIF algoritam: (a) potpuni, (b) uproséeni simbol.

5.8.2 PROGRAMSKA IMPLEMENTACIJA RADIKS-4 ALGORITAMA

Programi za realizaciju radiks-2 DIT 1 DIF algoritama koje su prikazani na slikama 5.15 i
5.16 mogu se veoma lako modifikovati za implementaciju radiks-4 DIT i DIF algoritama. Osnovne
izmene su u instrukcijama unutraS$nje petlje koja realizuje leptir operaciju, kao i u generisanju
indeksa vektora u kojima se nalaze sekvence. Kao primer, na slici 5.25 prikazana je implementacija
radiks-4 DIF algoritma sa izraCunavanjem trigonometrijskih funkcija, dok je program za
preuredivanje sekvence u digit inverzni redosled prikazan na slici 5.26. Efikasnije programske
realizacije radiks-4 algoritama kod kojih se koristi vise leptirova, a trigonometrijske funkcije ¢itaju
iz tabele ili rekurzivno izraCunavaju, mogu se lako napisati modifikacijom odgovarajuc¢ih programa
za radiks-2 algoritme.

5.8.3 RADIKS-8 ALGORITMI

Deljenjem ulazne, odnosno izlazne sekvence na osam podsekvenci, dobijaju se radiks-8
DIT, odnosno DIF algoritmi. Leptiri za radiks-8 algoritme imaju osam ulaznih podataka, pa je
njihova struktura komplikovanija. S druge strane broj takvih leptirova je manji. Broj realnih
mnozenja kod radiks-8 algoritama je:

N, =133Nlog, N (5.61)

dok je broj realnih sabiranja:
N, =2.75Nlog, N (5.62)

Kao $to se vidi, broj realnih mnoZenja je manji nego kod radiks-2 algoritama za 33%, dok je
broj realnih sabiranja manji za 8%. S obzirom da broj elemenata sekvence mora biti N =87 (8, 64,
512, 4096, itd.) radiks-8 algoritmi se znatno rede primenjuju od radiks-2 i radiks-4 algoritama.

Dalje povecanje broja podsekvenci pri dekompoziciji smanjuje broj mnozenja ali povecava
broj sabiranja, pa nije ni od teorijskog ni prakticnog znacaja.
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BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, RADIKS-4 DIF ALGORITAM

XR REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
X1 - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
M 0.5*L0G2(N)

OO0O0O0O0

SUBROUTINE DIF4FFT(XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N=4%*
DO 30 K = 1,M
LEP4 = 4**(M+1-K)
PHI = 6.283185307 / LEP4
LEP = LEP4 / 4
ARG1 = O.
DO 20 J = 1,LEP
ARG2 = ARG1 + ARG1
ARG3 = ARGL + ARG2
COS(ARG1)
COS(ARG2)
COS(ARG3)
SIN(ARG1)
SIN(ARG2)
SIN(ARG3)
* PHI
= J,N,LEP4
I + LEP
IPL + LEP
IP2 + LEP
XR(1) + XR(IP2)
XR(1) - XR(IP2)
X1 + X1(1P2)
X1() - X1(1P2)
XR(IP1) + XR(IP3)
XR(IP1) - XR(IP3)
X1(1IP1L) + XI1(1P3)
X1(IP1) - XI1(IP3)
XR(1) = TRL + TR2
TR2 = TR1 - TR2
TR1 = TR3 - TI4
= TR3 + T14
XI(1) = TIL + TI2
TI2 = TI1 - TI2
TI1 = TI3 + TR4
TI3 = TI3 - TR4
XR(IP1) = C1*TR3
X1(IP1) = C1*TI3
XR(IP2) = C2*TR2
X1(IP2) = C2*TI2
XR(IP3) = C3*TR1
X1(1P3) = C3*TI1
10 CONT INUE
20 CONTINUE
30 CONTINUE
RETURN
END

o
w
L1 1 1 1 e 1 O 1 Y | S 8

S1*T13
S1*TR3
S2*T12
S2*TR2
S3*TI11
S3*TR1

r+ 1 + 1 +

Slika 5.25 FORTRAN potprogram za radiks-4 DIF algoritam.

5.9 GENERALNA TEORIJA FFT ALGORITAMA

U prethodnom izlaganju duzina sekvence ¢ija se DFT odreduje bila je ogranic¢ena uslovom
N=R”, (R=2,4,8). Ovakvo ograni¢enje omoguéilo je jednostavnu dekompoziciju i razvoj
efikasnih FFT algoritama. Medutim, u praksi postoje slucajevi kada ulazna sekvenca ne
zadovoljava ograni¢enje N = R” i ne sme se prosirivati nulama. U literaturi o izraCunavanju DFT
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razvijeni su postupci efikasnog izracunavanja koji su primenljivi na mnogo Siri krug slucajeva, a
mogu dovesti 1 do efikasnijih reSenja. U osnovi svih metoda opet lezi princip dekompozicije
sekvence, samo §to je taj princip u opStem slucaju zamenjen preslikavanjem jednodimenzionalne
sekvence u viSedimenzionalnu sekvencu.

PREUREDJIVANJE VEKTORA PO DIGIT INVERZNOM
REDOSLEDU INDEKSA ZA RADIKS-4 FFT ALGORITME.

XR REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
X1 — IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
M 0.5*L0G2(N)

OO0O0O0O0O0O0

SUBROUTINE DIGREV (XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N = 4%*M
N4 =N/ 4
LAST = N - 1
J=1
C BROJAC PO 1 BROJI U PRIRODNOM REDOSLEDU
DO 10 1 = 1,LAST
IF (1.LT.J) THEN
T = XR(1)
XR(1) = XR(@J)
XR(J)
AR
XI(I)
X1(J)
ENDIF
K = N4
C BROJAC PO J BROJI U DIGIT INVERZNOM REDOSLEDU
DOWHILE (K*3.LT.J)
J = J - K*3
=K/ 4
ENDDO
J=J+K
10 CONTINUE
RETURN
END

I} IIf\II I~

X
T
D
X1(3)
T

Slika 5.26 FORTRAN potprogram za preuredivanje sekvenci kod radiks-4 algoritama.

5.9.1 ALGORITMI TIPA RADIKS-R

Da bi bila mogu¢a dekompozicija sekvence, njena duzina N mora biti proizvod bar dva
faktora, odnosno,

N =N,N, (5.63)

Dekompozicija sekvence najlakse se moze objasniti pomocu preslikavanja indeksa [B-30,
B-35]. Neka su indeksi ulazne i izlazne sekvence iz FFT algoritma # i k dati izrazima:

Iz teorije brojeva je poznato da su preslikavanja opisana jednacinama (5.64) i (5.65)
jednoznacna, Sto se lako moZe i eksperimentalno ustanoviti. To zna¢i da kada n,in, (k 1k,)
uzimaju redom vrednosti iz dozvoljenog opsega, n (k) dobijaju sve vrednosti od 0 do N -1, ne
preskacuci ili ispustajuci nijednu vrednost. Primenjujuéi preslikavanja (5.64) 1 (5.65) na indekse iz
jednacine (5.1), dobija se:
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Ny—1Nj-1
X[k]= X[k, + Nk, 1= z z X[ Nyny + ny s Nik2)(Namena)
np=0 n =0
No—1 N1
= z z X[Nyn, +n, ]WA];/ZI‘I”I W]\l;l”’z W}\f[\hkznz W]\fllezkzm (5.66)
np=0 n=0

: Nk k Nk komy + 13N Nk . .
S obzirom da je W2 = WN:”‘, w1 = WNE"Z, i W, 122" =1, iz (5.66) se dobija:

npy=0 (| m=0

No-1 || Ny-1
X[k + Niky]= ﬂ > ANy +n2]W§;”1] Wﬁl“z}wgnz (5.67)

Jednacina (5.67) ima veoma jednostavnu interpretaciju. Ulazna jednodimenziona sekvenca
se preslikava u dvodimenzionu sekvencu (matricu), gde n, oznacava redni broj kolone, a n, redni
broj vrste. Izraz u srednjoj zagradi u (5.67) predstavlja DFT sekvenci duzine N, (vrsta matrice)
kojih ima N,, tako da se moZe definisati pomo¢na matrica:

Np-1
Glny, k1= D XNy, +ny W™ (5.68)
n1=0

IzraCunavanje pomoc¢ne matrice G[n,,k,] moze se obaviti u mestu jer ulazna matrica nije
oy . . v k .- ..
viSe potrebna. Zatim se svaka vrsta matrice G[n,,k,] mnozi sa faktorom W, ¢ime se dobija:

Glny by 1= W™ Gln, . k] (5.69)

Ova operacija se takode moze izvrSiti u mestu. Faktori W]f/“"z nazivaju se rotacioni faktori
(engl. twiddle factors) jer izazivaju samo rotaciju u kompleksnoj ravni zbog toga $to imaju jedini¢ni
moduo. Kada ne bi bilo mnoZzenja rotacionim faktorima, izraz (5.67) predstavljao bi pravu
dvodimenzionalnu DFT. Na kraju, suma po 7, u jednacini (5.67) predstavlja skup DFT sekvenci od
N, elemenata koje predstavljaju kolone matrice CA?[n2 ki ]:

Nyl
XUk + Niky1= 3 Glny kI3 (5.70)
ny =0

I ova operacija se moze obaviti u mestu. Dakle, kompletno izracunavanje DFT moze se
obaviti u mestu, §to je, na drugi nacin, ve¢ pokazano u prethodnim izlaganjima.

Jedan interesantan specijalni slucaj se dobija za N, =2, N, = N/2. Tada izratunavanja
prema jednacini (5.67) odgovaraju prvom stepenu algoritma sa preuredivanjem u frekvencijskom
domenu. Drugi specijalni slu¢aj se dobija za N,=N/2, N,=2. Tada izratunavanja prema
jednacdini (5.67) odgovaraju prvom stepenu algoritma sa preuredivanjem u vremenu.

Preslikavanja indeksa (5.64) i (5.65) nisu jedina jednoznac¢na preslikavanja iz jedne u dve
dimenzije. Na primer, preslikavanje indeksa se moze izvrsiti 1 prema jednacinama:

U ovom slu¢aju izbor N, =2, N,=N/2 dovodi do prvog stepena algoritma sa
preuredivanjem u vremenu, dok izbor N, = N/2, N, =2 dovodi do prvog stepena algoritma sa
preuredivanjem u frekvencijskom domenu.
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U dosadaS$njem razvoju brzih DFT algoritama nije bilo re¢i o slozenosti faktora N, i N,.
Jedan od njih, ili oba, mogu se dalje rastaviti na faktore. Najefikasniji algoritmi se dobijaju ako je N
slozeni broj oblika:

N:NlNz"'Np (573)

kada se dobija preslikavanje indeksa u vise dimenzija. Slucaj N =27 predstavlja specijalni slucaj
rastavljanja broja N prema (5.73). Interesantno je primetiti da se onda izracunavanje DFT svodi na
niz izraCunavanja DFT od dva elementa izmedu kojih se rezultati mnoZe rotacionim faktorima.
Visedimenziono preslikavanje indeksa dato sa (5.64) 1 (5.65) se onda svodi na:

n=2""n +2" 2 ny 4420, 0, (5.74)

ko=ky+2ky 4427k, 4277k, (5.75)

Posto indeksi #; 1 k; mogu imati vrednosti 0 ili 1, na osnovu (5.74) 1 (5.75) vidi se da su, ako
je ulazna sekvenca u normalnom redosledu, indeksi izlazne sekvence u bit inverznom redosledu,
ako se izracunavanje obavlja u mestu.

Ista analiza se moze sprovesti i za druge vrednosti N oblika N = R?” kada se dobija klasa
tzv. radiks-R algoritama. U literaturi se Cesto takvi DFT algoritmi nazivaju Kuli-Taki algoritmi
(Cooley-Tukey) po autorima jednog od najznacajnijih radova [C-38] iz oblasti brzog izraunavanja
DFT.

Kao i1 u prethodnim analizama, kompleksnost algoritama moze se proceniti ispitivanjem
broja aritmetickih operacija. Medutim, posto iz jednacine (5.63) sledi da se ulazna sekvenca
rastavlja na N, parcijalnih sekvenci duzine N, koje se mogu svrstati u dvodimenzionu matricu, na
¢ije ¢e se vrste 1 kolone primenjivati DFT algoritam, potrebno je na neki nacin utvrditi broj
operacija u svakom koraku dekompozicije. Ako se, na primer, sa M(N) oznaci broj kompleksnih
mnozenja u DFT algoritmu, primenjenom na sekvencu duzine N, onda se u slucaju opisanom
jednadinom (5.63) potreban broj mnoZenja dobija sabiranjem tri ¢lana:

1. Broja mnozenja za izvrSavanje DFT po vrstama, N, M (N,),
2. Broja mnozenja rotacionim faktorima, NN, = N, 1,

3. Broja mnozenja za izvrSavanje DFT po kolonama, N, M (N,).

Dakle, ima se:

M(N)=N,yM(N,)+ N +N,M(N,) = N[M](VNI) + M](VNZ) + 1} (5.76)
1 2

U opstem slucaju, ako je N slozen broj dat sa (5.73), jednadina (5.76) se moze
generalizovati na oblik:

i=1 i

M(N) = N[i@ﬂv—l} (5.77)

odakle se moze zakljuciti, da se minimalni broj mnozenja dobija ako je N =3”,tj N, =3. Ovakav
zakljuéak bi bio u vaznosti kada bi za svako N, vazilo M(N,)= N}, §to ne vazi za neke vrednosti
N, na primer za N, =2, ili za N; =4 kada za izraCunavanje DFT nije potrebno nijedno mnoZenje.
U posebnom slucaju kada je N =27, uzimajuci u obzir da je M(2) =0, iz (5.77) sledi:
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M(N)=N(p-1)= N(log, N -1 (5.78)

Sto je, na prvi pogled, u kontradikciji sa jednac¢inom (5.27). Medutim, u jednacini (5.27) figurise i
N/2 trivijalnih kompleksnih mnoZenja sa jedan u prvom stepenu izracunavanja (DFT sekvence od
dva elementa), koja nisu uracunata u jednacini (5.78). Ako se ova razlika uzme u obzir, obe formule
daju isti rezultat.

Prethodna formula daje i objaSnjenje zaSto je radiks-4 algoritam efikasniji od radiks-2
algoritma u slu¢ajevima kada se mogu primeniti oba algoritma. Kada je N =47 =2?”, kod radiks-2
algoritma u dijagramu toka postoji 2p stepena sa po N/2 radiks-2 leptira, dok kod radiks-4
algoritma u dijagramu toka ima p stepeni sa po N/4 radiks-4 leptira. Kako u oba slucaja za
izraCunavanje leptira nije potrebno vrSiti mnoZenja, broj mnozenja u algoritmu odreduje broj
rotacionih faktora koji nisu jednaki jedinici, a tu prednost o¢igledno ima radiks-4 algoritam. Sli¢na
analiza moze se izvrs$iti 1 za odredivanje broja operacija sabiranja.

Prethodno razmatranje daje ideju kako se u izvesnim slucajevima moze poboljSati efikasnost
FFT algoritma. Na primer, ako je N =27, onda se N moze faktorizovati i na slede¢i nacin:

N =27 =27478" p=p +2p, +3p, (5.79)

Dakle, posto je prema prethodnoj analizi, po efikasnosti najbolji radiks-8 algoritam, radiks-4
algoritam je neSto manje efikasan, dok je radiks-2 algoritam najmanje efikasan, pri dekompoziciji
treba Sto je moguce vise koristiti radiks-8 stepene 1 radiks-4 stepene. Tako se dobija algoritam sa
mesovitim radiksom (engl. mixed radix) [S-10] koji je efikasniji od prostih radiks-2 ili radiks-4
algoritama i koji je dat u Prilogu 1.

5.9.2 ALGORITAM SA DVOSTRUKIM RADIKSOM

Drugi primer efikasnog kombinovanja radiks-2 i radiks-4 algoritama predstavlja algoritam
sa dvostrukim radiksom (engl. split-radix algorithm) [D-11, D-13]. Naime, posmatranjem slike
5.10, na kojoj je prikazan prvi korak u razvoju radiks-2 DIF algoritma, moze se lako uociti da se
mnozenja rotacionim faktorima pojavljuju samo u onoj polovini dijagrama toka u kome se
izraCunavaju elementi izlazne sekvence sa neparnim indeksima. U slucaju radiks-4 DIF algoritma to
ne vazi, §to je iznenadujuca Cinjenica jer je pokazano da je radiks-4 generalno efikasniji. Na osnovu
uocene pojave moze se razviti sledeéi algoritam. U svakoj dekompoziciji izlazne sekvence, odbirci
sa parnim indeksima posebno se izracunavaju koriste¢i rekurzivno isti algoritam kao za celu
sekvencu. Odbirci sa neparnim indeksima izracunavaju se koristec¢i dve radiks-4 transformacije nad
preostalom polovinom ulaznih odbiraka, zbog toga Sto se na taj na¢in dobija usteda od oko 25% u
broju mnozenja. Dakle, u prvom koraku dekompozicije na osnovu jednacina (5.35) 1 (5.36), imamo:

N/2-1
X[2k]1= D (x[n]+x[n+ N/2)W3y, k=0,,---,N/2—1 (5.80)
n=0
N/4-1
X[4k+1]= )] {(x[n]—x[n + N/2])+ j(x[n+ N/4]-x[n+ 3N/4])}W](}W]{,"/’4, k=0,1,.,N/4-1(5.81)
n=0
N/4-1

X[4k+3]= Y {(xn]-x[n+ N/2]) - j(x[n+ N/41- x{n+3N/AW W, k=0,l,...,N/4-1(5.82)

n=0



5. Efikasno izra¢unavanje diskretne Furijeove transformacije 93

Kao $to se vidi, polovina izlaznih podataka se izracunava po radiks-4 a polovina po radiks-2
algoritmu. Zbog toga se ovakav tip dekompozicije naziva dekompozicija sa dvostrukim radiksom.
Primenjujuéi isti postupak dekompozicije na parcijalne sekvence, dobija se DIF algoritam sa
dvostrukim radiksom. Na slican nac¢in moze se izvesti i DIT algoritam sa dvostrukim radiksom.
Vaznost algoritma sa dvostrukim radiksom je u tome §to od svih brzih DFT algoritama primenjenih
na sekvencu duzine N =27, algoritam sa dvostrukim radiksom ima najmanje netrivijalnih
aritmeti¢kih operacija. Na primer, ako se za izvodenje kompleksnog mnozenja koristi 3/3
algoritam, ukupan broj realnih mnoZzenja i sabiranja dat je izrazima:

N, =Nlog, N-3N +4 (5.83)
N,=3Nlog, N-3N +4 (5.84)

Leptir operacija DIF algoritma sa dvostrukim radiksom prikazana je na slici 5.27. S
obzirom na efikasnost algoritama sa dvostrukim radiksom, na slikama 5.28 i1 2.29 su prikazane
programske realizacije osnovnih verzija DIF i DIT algoritama. Svi postupci povecanja brzine
izraCunavanja koji su primenjivani kod radiks-2 ili radiks-4 algoritama primenljivi su 1 kod
algoritma sa dvostrukim radiksom: specijalni leptiri, smestaj trigonometrijskih funkcija u tabele,
itd., tako da postoji veliki broj verzija efikasnih programskih realizacija DIF 1 DIT algoritma sa
dvostrukim radiksom.

Slika 5.27 Leptir algoritma sa dvostrukim radiksom.

5.9.3 FFT ALGORITMI SA PROSTIM FAKTORIMA

Ako su faktori na koje se rastavlja duzina sekvence N u (5.63) uzajamno prosti (tj. nemaju
zajednicki delilac vec¢i od 1), moguée je pomocu preslikavanja:

n=(An,+Bn,) ., 0<m <N -1, 0<n,<N,-1 (5.85)

k=(Ck,+Dky),, 0<k <N -1, 0<k,<N,-1 (5.86)
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C BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIF ALGORITAM
C SA DVOSTRUKIM RADIKSOM
C
C XR - REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
c Xl - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
C M = LOG2(N)
C
SUBROUTINE DIFFFTSR(XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N=2%*
L2 =2 *N
DO 30 K = 1,M-1
L2 =1272
L4 =12/ 4
PHI = 6.283185307 / L2
ARG1 = O.
DO 20 J =1,L4
ARG3 = 3 * ARG1
C1 = COS(ARG1)
C3 = COS(ARG3)
S1 = SIN(ARG1)
S3 = SIN(ARG3)
ARG1 = J * PHI
ISTART = J
INC = 2 * L2
DOWHILE (ISTART.LT.N)
DO 10 1 = ISTART,N-1,INC
IPL =1 + L4
IP2 = IP1 + L4
IP3 = IP2 + L4
TR1 = XR(1) - XR(IP2)
TR2 = XR(IP1) - XR(IP3)
TI1 = XI1(1) - XI(IP2)
TI2 = XI1(IP1) - XI(IP3)
XR(1) = XR(1) + XR(IP2)
XI(D = X1(1) + X1(1P2)
XR(IP1) = XR(IP1) + XR(IP3)
X1(IP1) = XI(IP1) + XI(IP3)
TI3 = TR1 - TI2
TR1 = TR1 + TI2
TI2 = TR2 - TI1
TR2 = TR2 + TI1
XR(IP2) = C1*TR1 - S1*TI2
X1(IP2) = -C1*TI2 - S1*TR1
XR(IP3) = C3*TI3 + S3*TR2
X1(IP3) = C3*TR2 - S3*TI3
10 CONTINUE
ISTART = 2 * INC - L2 + J
INC = 4 * INC
ENDDO
20 CONT INUE
30 CONTINUE
ISTART = 1

INC = 4
DOWHILE (ISTART.LT.N)
DO 40 1 = ISTART,N,INC

IPL=1+1
TR1 = XR(I)

XR(1) = TR1 + XR(IP1)
XR(IP1) = TR1 - XR(IP1)
TI1 = XI(1)

XI(1) = TI1 + XI(IP1)
X1(IP1) = TI1 - XI1(IP1)

40 CONTINUE
ISTART = 2 * INC - 1
INC = 4 * INC
ENDDO
RETURN
END

Slika 5.28 Programska realizacija DIF algoritma sa dvostrukim radiksom.
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BRZA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA, DIT ALGORITAM
SA DVOSTRUKIM RADIKSOM

XR REALNI DEO VEKTORA PODATAKA.
X1 - IMAGINARNI DEO VEKTORA PODATAKA.
M LOG2(N)

OO0O0O0O0O0O0

SUBROUTINE DITFFTSR(XR,XI,M)
DIMENSION XR(1), XI(1)
N=2%*
ISTART = 1
INC = 4
DOWHILE (ISTART.LT-N)

DO 10 1 = ISTART,N,INC

IPL=1+1
TR1 = XR(l)

XR(1) = TR1 + XR(IP1)
XR(IP1) = TR1 - XR(IP1)
TI1 = XI1(1)

X1(D) = TI1 + X1(IP1)
XI(IP1) = TI1 - XI(IP1)
10 CONT INUE
ISTART = 2 * INC - 1
INC = 4 * INC
ENDDO

C1 = COS(ARG1)
C3 = COS(ARG3)
S1 = SIN(ARG1)
S3 = SIN(ARG3)
ARGL = J * PHI
ISTART = J

INC = 2 * L2

DOWHILE (ISTART.LT.N)
DO 20 1 = ISTART,N-1,INC

IPL =1+ L4
IP2 = IP1 + L4

IP3 = IP2 + L4

TR1 = XR(IP2)*C1 + XI1(IP2)*S1
TI1 = X1(IP2)*C1 - XR(IP2)*S1
TR2 = XR(IP3)*C3 + XI1(IP3)*S3
TI2 = XI1(IP3)*C3 - XR(IP3)*S3
TR3 = TR1 + TR2

TR2 = TR1 - TR2

TRL = TI1 + TI2

TI2 = TI1 - TI2

XR(IP2) = XR(1) - TR3
XR(1) = XR(1) + TR3

XR(IP3) = XR(IP1) - TI2
XR(IP1) = XR(IP1) + TI2
X1(IP2) = XI(1) - TR1
X1(1) = X1(1) + TR1
X1(IP3) = XI(IP1) + TR2
X1(IP1) = XI(IP1) - TR2
20 CONTINUE
ISTART = 2 * INC - L2 + J
INC = 4 * INC
ENDDO
30 CONT INUE
40 CONTINUE
RETURN
END

Slika 5.29 Programska realizacija DIT algoritma sa dvostrukim radiksom.
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pogodnim izborom konstanti 4, B, C i D potpuno eliminisati mnoZenja sa rotacionim faktorima.
Generalizacijom izraza (5.67) tako da ukljuci konstante 4, B, C i1 D, dobijaju se uslovi koje treba
zadovoljiti:

(AC) =N,, (BD), =N,, (4D), =(BC) =0 (5.87)

Odredivanje skupa vrednosti konstanti 4, B, C 1 D moze se izvrSiti primenom Kineske
teoreme ostataka iz teorije brojeva. Jedno od mogucih resenja je [B-30, B-35]:
_ _ _ -1 _ -1
A=N,, B=N,, C=Ny(N; >N1’ D=N,(N; >N2 (5.88)
gde izraz < N;' > v, 0znacava inverzni element za N, u operaciji mnoZenja koji je redukovan po
modulu N,. Na primer, <37 >,=3, jer je <3*3>,=<9 >,=1. Kori§¢enjem preslikavanja (5.85) i
(5.86) 1 vrednosti koeficijenata iz (5.88) izraz za DFT (5.1) se moZe napisati u obliku:

A= X[<N2<N2_1>Nl kit N1<N1_1 >N2 k2>N} }

No—1 (N1
_ Z{ x[<N2nl +N1n2>N]W£i”1 }WZ’V‘;"Z (5.89)

np=0 | n=0

Sto predstavlja pravu dvodimenzionu DFT bez rotacionih faktora. Redosled transformacija po
vrstama 1 kolonama u (5.89) je proizvoljan.

Postupak dekompozicije se moze dalje nastaviti ako je bar jedan od faktora sloZen broj. To
je moguce jer je uslov dekompozicije da faktori budu samo uzajamno prosti brojevi, ali ne 1 da
svaki od njih bude prost broj. Dekompozicija se moze vrsiti sve dok se broj N ne napise u obliku
(5.73) gde su svi faktori prosti brojevi. Broj mnozenja je smanjen i, umesto jednacinom (5.77), dat
je formulom:

M(N)=NiM (5.90)
i N

Ovaj tip algoritma prvi put je predloZen u [G-14], ali je do njegove Sire primene doSlo tek
posle publikovanja rada [B-30]. Algoritam je dobio naziv algoritam sa prostim faktorima (engl.
prime factor algorithm - PFA) zbog toga $to faktori na koje se rastavlja duzina sekvence moraju biti
uzajamno prosti.

Smanjenje broja aritmeti¢kih operacija praceno je i negativnim posledicama koje se ogle-
daju, pre svega, u povecanoj slozenosti programske implementacije algoritma. Narocito su veliki
problemi oko preuredivanja sekvenci i obezbedivanja izraCunavanja u mestu. Za razliku od prog-
ramskih realizacija radiks-R algoritama, u programiranju algoritma sa prostim faktorima formiraju
se posebni moduli za neke karakteristicne faktore N, kao Stosu 2, 3,4,5,7,8,9, 11, 13,16, 17, 19
1 25. Efikasnost realizacije direktno zavisi od efikasnosti kori§¢enih modula. Naravno, tako veliki
broj modula utice na duzinu programa, pa se u jednostavnijim realizacijama retko koristi vise od tri
do Cetiri razli¢ita modula, $to sa druge strane smanjuje broj mogucih duzina ulaznih sekvenci. Za
procenu broja operacija mnoZenja, prema (5.90), potrebno je znati broj operacija u modulu za
duZinu N,, §to je prikazano u Tabeli 5.3. U Tabeli 5.4 prikazane su moguce duzine ulazne sekvence
1 broj aritmetiCkih operacija, kada je broj faktora u (5.73) manji ili jednak 4.
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Tabela 5.3 Broj realnih mnoZenja i sabiranja u DFT modulima
za kompleksne ulazne sekvence duZine N.

N MnozZenja Sabiranja
2 0 2
3 2 6
4 0 8
5 5 17
7 8 36
8 2 26
9 10 42

11 20 84

13 20 94

16 10 74

17 35 157

19 38 186

25 66 210

PFA algoritam po efikasnosti spada medu najbolje algoritme za izracunavanje DFT na
racunarima ops$te namene. Na primer, broj mnozenja za N = 1008 (= 7*9*16) iznosi 5804, a broj
sabiranja 29100. Ove brojeve treba porediti sa 10248 mnoZenja 1 25944 sabiranja kod
najefikasnijeg radiks-4 algoritma za N = 1024, koji ima ¢ak pet razli¢itih leptirova. Programska
realizacija PFA algoritma sa faktorima 2, 3, 4 1 5 prikazana je u Prilogu 1.

5.10 PRAKTICNA PRIMENA DFT ALGORITMA

Zbog svoje izrazite racunske efikasnosti, DFT algoritam je nasao izuzetno veliku primenu u
skoro svim podrucjima digitalne obrade signala. Posebno je znacCajna primena DFT algoritma u
efikasnom izracunavanju linearne konvolucije o ¢emu je ve¢ bilo re¢i u odeljku 4.5.1. Medutim,
znacaj FFT algoritama sigurno ne bi bio tako veliki kada ne bi postojali isto tako efikasni metodi za
izraCunavanje inverzne DFT kao i1 efikasni algoritmi za direktnu i inverznu DFT sekvenci sa
realnim elementima. Stoga ¢e u ovom odeljku biti analizirani upravo takvi algoritmi kao i njithova
aritmeticka kompleksnost.

5.10.1 IZRACUNAVANJE INVERZNE DFT

Posmatrajuéi izraze za direktnu i inverznu DFT, (4.16) i (4.17), uocavaju se dve razlike.
Jedna od njih je postojanje multiplikativnog faktora 1/ N u izrazu za inverznu DFT, dok je druga u
znaku eksponenta rotacionih faktora. S obzirom na veliku sli¢nost izraza, za izraCunavanje inverzne
DFT mogu se razviti slicni efikasni algoritmi kao za direktnu DFT. U literaturi su do sada za
izraCunavanje inverzne DFT predloZena tri nac¢ina. U svakom od njih zanemaruje se multiplika-
tivni faktor, koji se moZe uzeti u obzir u delu algoritma koji koristi rezultate inverzne DFT.

Prvi pristup je da se u program uvede jedna celobrojna promenljiva (kao na primer INV u
programu sa slike 5.1) koja ima vrednost 0 za direktnu DFT 1 1 za inverznu DFT. Time se malo
komplikuje program i malo povecava aritmeticka slozenost jednostavnijih programa. Medutim, kod
najefikasnijih FFT algoritama koji koriste viSe leptirova ovaj pristup se ne moze primeniti.
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Tabela 5.4 Broj realnih mnoZenja i sabiranja za PFA algoritme sa kompleksnim ulaznim podacima.

N = N1N2 N3N4 MnozZenja Sabiranja
6= 2%3*1*] 8 36
10= 2*1*1*5 20 88
12= 4*3*1*] 16 96
14= 2*1*7*1 32 172
15= 1*3*1*5 50 162
16 =16*1*1*1 20 148
18 = 2*9*1*] 40 204
20 = 4*]*1*5 40 216
21 = 1*3*7*] 76 300
24 = Q*3*1*] 44 252
28 = 4*]*7*] 64 400
30= 2%*3*]*5 100 384
35= 1*1*7*5 150 598
36 = 4*9*1*] 80 480
40 = 8*1*1*5 100 532
42 = 2¥3%7*] 152 684
45 = 1*9*1*5 190 726
48 = 16*3*1*1 124 636
56= 8*1*7*] 156 940
60 = 4*3*]*5 200 888
63 = 1*%9*7*] 284 1236
70 = 2*1*7*5 300 1336
72 = 8*9*]*] 196 1140
80 =16*1*1*5 260 1284
84 = 4*3*7*] 304 1536
90 = 2*9*]*5 380 1632
105 = 1%*3%*5%*7 590 2214
112 =16*1*7*1 396 2188
120 = 8*3*1*5 460 2076
126 = 2*9*7*] 568 2724
140 = 4*1%*7*5 600 2952
144 = 16*9*1*] 500 2676
168 = 8*3*7*] 692 3492
180 = 4*9*1*5 760 3624
210 = 2%*3%*7*5 1180 4848
240 = 16*3*1*5 1100 4812
252 = 4%9*7*] 1136 5952
280 = 8*1*7*5 1340 6604
315= 1*9*7*5 2050 8322
336 = 16*¥3*7*] 1636 7908
360 = 8*9*1*5 1700 8148
420 = 4*3*7*5 2360 10536
504 = 8*9*7*] 2524 13164
560 = 16*1*7*5 3100 14748
630 = 2*9*7*5 4100 17904
720 = 16*¥9*1*5 3940 18726
840 = 8*3*7*5 5140 23172
1008 = 16*9*7*1 5804 29100
1260 = 4*9*7*5 8200 38328
1680 = 16*3*7*5 11540 50964
2520 = 8*9*7*5 17660 82956
5040 = 16*9*7*5 39100 179772
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Drugi pristup je zasnovan na relaciji:

N-1 * N-1
x*[n] :{LZX[k]W];"”} :iZX*[k]W/;" (5.91)
1\ I\

odnosno, za izraCunavanje inverzne DFT moze se iskoristiti isti program kao za direktnu DFT,
samo $to se kao ulazna sekvenca koristi X *[k] umesto X[k] 1 Sto se za izlaznu sekvencu dobija
x*[n] umesto x[n]. To prakticno znaci da se elementima imaginarnog dela sekvence X[k]
promeni znak i da u dobijenoj izlaznoj sekvenci, x*[n], treba promeniti znak elementima
imaginarnog dela sekvence. Operacije promene znaka vrlo malo povecavaju sloZenost algoritma za
izraCunavanje inverzne DFT.

Treci, najnoviji, pristup izraCunavanju inverzne DFT nedavno je opisan u [D-14]. Naime, 1z
(5.91) se dobija:

N-1

R W S (34 (5.92)
k=0
odakle sledi:
] Nl *
x[n]= j{ﬁ DX *[k]WJC‘”} (5.93)
k=0
Posto je:
JX *[k]=Im( X[k])+ j Re( X[k]) (5.94)

za izraCunavanje inverzne DFT moze se koristiti bilo koji FFT potprogram, ali pri njegovom pozivu
treba zameniti mesta realnom i imaginarnom delu sekvence X[k]. Time se po zavrSetku rada
programa dobijaju korektni vektori realnog i imaginarnog dela sekvence x[n], ali takode u
izmenjenom redosledu. Ovaj pristup, kao Sto se vidi, ne zahteva nikakve dodatne operacije. Jedini
zahtev je da se realni 1 imaginarni delovi koris¢enih sekvenci smestaju u dva realna vektora, a ne u
jedan kompleksni vektor.

5.10.2 IZRACUNAVANJE DFT DVE REALNE SEKVENCE

Svi do sada opisani algoritmi za efikasno izraCunavanje DFT podrazumevaju da elementi
ulazne i izlazne sekvence predstavljaju kompleksne brojeve. Medutim, u vecini prakti¢nih slucajeva
ulazna sekvenca predstavlja niz realnih brojeva jer se dobija digitalizacijom realne kontinualne
funkcije. U takvim slu¢ajevima, zbog osobina opisanih jednac¢inama (4.26) - (4.30), potrebno je
izracunati samo polovinu izlaznih odbiraka ¢ime se broj potrebnih operacija smanjuje za 50%. Vece
uStede u broju operacija moguce je posti¢i koris¢enjem metoda opisanih u ovom i1 narednom
odeljku.

Ukoliko se efikasnim FFT algoritmom izraunava DFT realne sekvence, u procesu
izraCunavanja pojavice se veliki broj mnozenja i sabiranja u kojima je jedan od argumenata jednak
nuli. To je posledica Cinjenice da je imaginarni deo ulazne sekvence jednak nuli. Pretpostavimo da
imamo dve realne sekvence iste duzine N, x,[n] 1 x,[n]. Od njih se moZe formirati kompleksna
sekvenca x[n] na slede¢i nacin:

x[n] = x,[n]+ jx,[n], n=0,1,...,N-1 (5.95)
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Zbog osobine linearnosti DFT, iz (4.23) 1 (5.95) se dobija:

X[k1= X,[k1+ jX,[k], k=0,,..,N-1 (5.96)
Iz (5.95) se takode dobija:
x [ = A+ dnl zx*["] (5.97)
xyfn) = =T (5.98)
2j

odakle se kori$¢enjem osobine linearnosti DFT i relacije (4.25) prema kojoj je DFT od x*[n]
jednaka X*[N — k], kona¢no dobija:

_ X[k]+X"[N k]

X,[k] 5 (5.99)
X,[k]= X[k]_f;[N_k] (5.100)

Dakle, formiranjem kompleksne sekvence kombinovanjem dve realne sekvence, mogu se
izracunati DFT obe sekvence sa brojem operacija koji je potreban za izraCunavanje DFT jedne
sekvence uvec¢anim za 2N kompleksnih sabiranja. Ovaj metod je primenljiv uvek kada treba naci
DFT vise sekvenci iste duZine.

5.10.3 IZRACUNAVANJE DFT REALNE SEKVENCE DUZINE 2N

Metod opisan u prethodnom odeljku nije primenljiv kada treba odrediti DFT samo jedne
realne sekvence. Medutim i tada je moguce ostvariti velike ustede u broju izraCunavanja ako je broj
elemenata u sekvenci paran, tj. duzina sekvence je 2N. To je naravno Cest slucaj u praksi jer je
duZina sekvence najc¢eS¢e neki stepen broja 2. U takvom slu¢aju mogu se definisati parcijalne
sekvence x,[n] 1 x,[n] duZine N na slede¢i nacin:

x[n]=f[2n], n=0,,.,N-1 (5.101)
X[n]=fl2n+1], n=0]1,..,N-1 (5.102)

gde je f[n] originalna sekvenca duzine 2N. Od parcijalnih sekvenci x,[n] 1 x,[n] moze se
formirati nova kompleksna sekvenca prema (5.95) 1 primeniti isti postupak za odredivanje X,[k] 1
X,[k] kao u (5.99) 1 (5.100). Na kraju, istim postupkom kao u izvodenju DIT algoritma, dobija se:

Nl N-1
FLk]=Y f[2n)WZRE + Y fl2n+ 1530 =
n=0 n=0

N-1 N-1
= > [+ WD x[niE, k=01..,N-1 (5.103)
n=0 n=0

odnosno:

FIk]= X,[k]+ W} X,[k], k=0,,..,N-1 (5.104)
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Flk+N]= X,[k]-W} X,[k], k=01,..,N-1 (5.105)

Dakle, broj operacija za DFT realne sekvence od 2N elemenata jednak je broju operacija
koji je potreban za jednu DFT sekvence od N elemenata uve¢anom za N kompleksnih mnozenja i
2N kompleksnih sabiranja potrebnih za dodatna izraCunavanja u (5.104) i (5.105).

5.10.4 EFIKASNO IZRACUNAVANJE LINEARNE KONVOLUCIJE POMOCU DFT

U odeljku 4.5.1 su objasnjeni principi izraCunavanja linearne konvolucije koris¢enjem DFT.
U ovom odeljku ¢e biti analizirana aritmeti¢ka slozenost takvog metoda izraCunavanja i izvr$ice se
poredenje sa direktnim metodom izracunavanja na osnovu jednacine (1.30).

Neka su poznati ulazna sekvenca x[n], duzine N,, 1 impulsni odziv sistema #[n], duzine
N, . Izlazna sekvenca data je linearnom konvolucijom sekvenci x[n] 1 A[n], tj. y[n]= x[n]*h[n].
DuZina izlazne sekvence je N, = N, + N, —1. Ako se, kao u odeljku 4.5.1 sekvence x[n] i A[n]
dopune potrebnim brojem nula da bi se izjednacile vrednosti linearne i cirkularne konvolucije, onda
sve tri sekvence imaju istu duzinu N > N,,. Medutim, za broj elemenata N pogodno je izabrati neku
vrednost koja omogucava izraCunavanje DFT prema nekom efikasnom FFT algoritmu, na primer
N =2%. Dakle ukupan broj operacija koji je potreban za izraunavanje linearne konvolucije
pomocu DFT sastoji se iz tri dela:

1. Broj operacija za izraCunavanje X[k] 1 H[k] iz x[n] 1 h[n],

2. Broj operacija za izraCunavanje Y[k]|= X[k]H[k], k=0,1,....,N—-1,

3. Broj operacija za izraCunavanje y[n] iz Y[k].

Ukoliko se za izraCunavanje direktne i inverzne DFT koristi osnovna verzija DIT ili DIF
FFT radiks-2 algoritma, potreban broj aritmeti¢kih operacija u tackama 1 i 3 dat je izrazima (5.27)
do (5.29). Za izvodenje tacke 2, potrebno je N kompleksnih mnoZenja, odnosno 4N realnih
mnoZzenja i 2N realnih sabiranja. Dakle, imamo:

N, =3(2Nlog, N)+4N =6Nlog, N+4N (5.106)

N, ,=3(3Nlog, N)+2N =9Nlog, N+2N (5.107)

Ove vrednosti treba uporediti sa brojem operacija koji je potreban za izraCunavanje izraza
(1.30). Ako se koristi najefikasniji metod za direktno izracunavanje izraza (1.30) u kome su
eliminisana sva mnozenja sa nulom, onda je potreban broj realnih mnozenja i1 sabiranja:

N, =N_N, (5.108)

N, =(N,—1)(N, 1) (5.109)

Uzmimo, kao primer slucaj, N, =512, N, =512, N =1024. Onda je prema (5.106) i
(5.107) N,, =65536 1 N, =94208, dok je prema (5.108) i (5.109) N}, =262144 i N, =261121.
Dakle, ako se izracunavanje linearne konvolucije u ovom slucaju izvodi koriS¢enjem DFT,
potrebno je svega 25% mnoZenja i 36% sabiranja u odnosu na broj operacija kod direktne metode.
Ukoliko se primeni neki efikasniji FFT algoritam uSteda mozZe biti 1 veca.

Medutim, u praksi se prilicno ¢esto pojavljuje slucaj kada su duzine sekvenci x[n] i h[n]
jako razlicite. Takav je slucaj, recimo, kod obrade govornih signala kada je ulazna sekvenca x[n]
vrlo dugacka a impulsni odziv sistema A[n] znatno kraéi, tj. N, << N,. Tada se jedna od sekvenci,
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a ponekad 1 obe, produzava velikim brojem nula, da bi se dobila pogodna vrednost za N. Time se
znatno povecava broj operacija u sva tri koraka izraCunavanja i znatno smanjuje efikasnost
izraCunavanja konvolucije.

Efikasno izraCunavanje linearne konvolucije dve sekvence izrazito razliitih duzina moze se
ostvariti ako se duza sekvenca podeli na segmente, pa se onda formiraju parcijalne konvolucije
izmedu segmenata duze sekvence i krace sekvence. Takav metod poznat je pod nazivom blok
konvolucija. Postoje dve varijante blok konvolucije. U jednoj varijanti segmenti ulazne sekvence se
ne preklapaju dok se kod druge varijante preklapaju. U oba slucaja se uocava veoma dobra osobina
blok konvolucije da izratunavanje konvolucije moze zapoceti odmah posto je prvi segment ulazne
sekvence na raspolaganju, tj. da cela sekvenca ne mora biti na raspolaganju. Ovo je od ogromne
vaznosti u obradi signala u realnom vremenu kada su velika kaSnjenja nedopustiva.

5.10.4.1 Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence ne preklapaju

Neka se ulazna sekvenca x[n] podeli na S parcijalnih sekvenci duzine L prema izrazu:

5-1
x;[n], 0,1,...,SL—-1 (5.110)
i=0
gde je:
x[n], L<n<(+1)L-1
x;[n] = . (5.111)
0, zadruge vrednosti n
Onda se izraz za linearnu konvoluciju svodi na:
Np—-15-1 S—1Np-1
ynl= D D xn—mh[m] =" > x;,[n—mlh[m]= Zc [n] (5.112)
m=0 i=0 i=0 m=0

gde ¢;[n] predstavljaju linearne konvolucije segmenata ulazne sekvence x[n] i1 sekvence h[n].
Svaka parcijalna konvolucija ima L+ N, —1 elemenata koji su razli¢iti od nule, tj. parcijalne
konvolucije ¢;[n] su vece duzine od segmenata ulazne sekvence. 1z jednacine (5.112) se vidi da se
elementi parcijalnih konvolucija sabiraju kada imaju isti indeks. Medutim neki elementi izlazne
sekvence dobijaju se direktno iz onih delova parcijalnih konvolucija koji se ne preklapaju sa drugim
parcijalnim konvolucijama. Zbog toga je ovaj metod blok konvolucije poznat i pod nazivom
preklopi i saberi (engl. overlap-and-add). Princip formiranja izlazne sekvence kod blok
konvolucije sa segmentiranjem ulazne sekvence bez preklapanja prikazan je na slici 5.30.

Procena sloZenosti izraCunavanja algoritama za izracunavanje konvolucije obi¢no se izvodi
odredivanjem broja aritmetickih operacija potrebnih za dobijanje jednog izlaznog odbirka. Kod
opisanog postupka formiranje parcijalnih linearnih konvolucija moze se izvrsiti koris¢enjem FFT
algoritama na nacin koji je opisan u prethodnom izlaganju. Da bi se izjednacili rezultati cirkularne i
linearne konvolucije kao i da bi se mogao primeniti neki efikasni FFT algoritam sekvenca A[n], kao
1 parcijalne sekvence x;[n], moraju biti iste duzine N > L+ N, —1, koja je pogodna za primenu
izabranog FFT algoritma. Prvo se izraCunava DFT sekvence A[n], proSirene na kraju sa elementima
nulte vrednosti. Zatim se S puta izracunava DFT parcijalnih sekvenci x;[n] koje su takode
proSirene nultim odbircima na kraju do duzine N. Posle mnozenja H[k] sa X,[k] €lan po ¢lan
dobija se C[k], a iz Cj[k] se inverznom DFT dobijaju parcijalne konvolucije ¢,[n], koje treba
sabrati radi odredivanja izlazne sekvence. Broj operacija po jednom izlaznom odbirku dobija se
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koriS¢enjem izraza (5.27) do (5.29), pri ¢emu se obi¢no ne uzima u obzir broj operacija za

odredivanje H[k], jer se ta operacija izvodi samo jednom.

L L L
D S S L m— |
Ulazni
podaci
X,[n] |
x,n] |
* h[n] x4n]
*hin] | M-inua
v
1zlazni = h[n
pzozgréli ol - M-1 elemenata
v koji se sabiraju
v

Slika 5.30 Formiranje izlazne sekvence kod blok konvolucije bez preklapanja segmenata ulazne sekvence.
Broj mnozenja po jednom odbirku za blok konvoluciju po metodu preklopi i saberi iznosi:

4Nlog, N+4N 4N(log, N+1) 27" (p+1)

ry(N) = (5.113)
odakle se vidi da za dato N, postoji optimalna vrednost N (odnosno L) za koju je potreban
minimalni broj mnoZenja. Na slici 5.31 prikazana je zavisnost r,,(N) sa duzinom impulsnog
odziva N, kao parametrom. Sa slike se vidi da se kriva u oblasti minimuma malo menja 1 da je
optimalna vrednost N =5N,.

Ar 2048

90 + 1024

80 1 512

256
70 +

128

60 T
64

50 T

N

40 | | I I I I I

N,
T T T T T T V.
64 128 256 512 1024 2048 4096 8192

Slika 5.31 Broj mnoZenja po izlaznom odbirku u funkciji duZine prosirenog bloka N.

Interesantno je uporediti i broj elemenata po izlaznom odbirku sa slucajem kada se
konvolucija izratunava direktno, bez primene DFT. Tada je, prema (5.108), prose¢an broj
mnozenja po izlaznom odbirku jednak N, pri ¢emu su zanemarene male uStede koje se mogu
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ostvariti pri izraCunavanju pocetnih i krajnjih izlaznih odbiraka. Kori$¢enjem slike 5.31, moze se
dobiti 1 ova vazna informacija. Sa slike 5.31 lako se uocava da je r,,(N)< N, za N, > 64, Sto
znaCi da za N, <64 treba koristiti direktni metod izraCunavanja konvolucije.

5.10.4.2 Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence preklapaju

Alternativni postupak za izraCunavanje blok konvolucije zasnovan je na takvoj podeli
ulazne sekvence koja omogucéava da se izlazna sekvenca formira direktno, uzimajuc¢i samo one
elemente parcijalnih konvolucija koji predstavljaju korektan rezultat. Kao §to je poznato, prelazni
rezim pri konvoluciji ulazne sekvence sa impulsnim odzivom A[n] duZine N, -1 traje N, -1
odbiraka. Zbog toga se segmentacija ulazne sekvence vrsi tako da se segmenti preklapaju za N, —1
elemenata. U svakom segmentu postoji L novih elemenata, tako da je duZina svakog segmenta
L+ N, —1. Prvi segment se proSiruje sa N, —1 nula sa leve strane. Dakle, ima se:

x[n], iL-N,+1<n<(i+1)L-1
x,[n]= . (5.114)
0, za druge vrednosti n
Onda je:
S-1
vinl= 2, yln] (5.115)

i=0

gde su y,[n] rezultati parcijalnih cirkularnih konvolucija iz kojih je izbaceno prvih N, -1
elemenata koji bi zbog preklapanja izazvali gresku u kona¢nom rezultatu. Blok konvolucija kada se
ulazni segmenti preklapaju poznata je i pod imenom selektuj i sacuvaj (engl. select-save ili overlap-
save), a graficki je prikazana na slici 5.32.

Opisani metod blok konvolucije takode je veoma efikasan. Parcijalne konvolucije se
izraCunavaju nekim od efikasnih FFT algoritama. lako za formiranje izlazne sekvence nisu potrebne
dodatne operacije, metod nije efikasniji od metoda preklopi i saberi jer su zbog preklapanja ulazni
segmenti nesSto duzi. Rezultati poredenja metoda blok konvolucije zavise od karakteristika FFT
algoritma koji se koristi u izraCunavanju parcijalnih konvolucija, kao i od vrednosti L1 N,,.

L L L
Ulazni ‘
podaci
] M-1nula
|:| M-1 elemenata
koji se odbacuju
% h[n] M-1 elemenata
v - koji se preklapaju
1zlazni *h[n]
n
vl B E
N vl |
v
B v |

Slika 5.32 Formiranje izlazne sekvence kod blok konvolucije sa preklapanjem segmenata ulazne sekvence.
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5.11 IZRACUNAVANJE DFT POMOCU KONVOLUCIJE

U prethodnom odeljku opsezno su razmatrani metodi indirektnog izracunavanja linearne
konvolucije koris¢enjem DFT sa ciljem da se poveca efikasnost izraCunavanja. Medutim, pokazano
je da postoje i sluajevi kada je efikasnije direktno izratunavanje konvolucije. Sta vise, postoje i
slu¢ajevi kada je efikasnije indirektno izracunati DFT koriste¢i konvolucionu relaciju. Ova
problematika, koja je na prvi pogled u kontradikciji sa zakljucima iz prethodnog odeljka, bice
predmet narednog izlaganja.

Posmatrajmo niz x[n] duZine N i njegovu Furijeovu transformaciju X (e’*). Posmatrajmo
proces izra¢unavanja M odbiraka kontinualne funkcije X (e’®), pri ¢emu se take izradunavanja
nalaze na jedini¢nom krugu sa jednakim ugaonim rastojanjima, tj.

Q =Q,+nAQ, n=0,,.,M-1 (5.116)

gde su, za razliku od DFT, broj taaka izracunavanja M, pocetna ucestanost € 1 njen inkrement
AQ proizvoljni. U stvari, DFT predstavlja specijalni slu¢aj ovakvog procesa izraCunavanja gde je
M=N, ®,=01iAw=2n/N. Iz definicione relacije za Furijeovu transformaciju date jedna¢inom
(2.5), dobija se:

=

-1
X(ejﬂn) — x[k]e—jQ”k’ n= 0’1,_,_,M —1 (5.117)

0

=~
Il

Ako se uvede pomoc¢na promenljiva:

W=e /" (5.118)
onda se iz jednacine (5.117) dobija:
N-1
Xy =Y x[kle”™ W™, n=0]1..,M-1 (5.119)
k=0
Kori$¢enjem identiteta:
nk =1[n’*+k*>—(n-k)*] (5.120)
izraz (5.119) se moZze prevesti u oblik:
N-1
X(™) =Y x[kle W P PR =00, M 1 (5.121)
k=0
Uvodenjem pomo¢ne funkcije:
glk]=x[kle ™ W+ (5.122)

izraz (5.121) se kona¢no dovodi na oblik:

2y, N 2
X ®)=W"PY o[k "2 p=0,1,..,M -1 (5.123)
k=0

koji ocigledno predstavlja konvoluciju sekvence g[n] sa sekvencom Wf”z/ 2. posle Gega se rezultat

2
konvolucije mnozi sekvencom W"/?. Kao rezultat konvolucije i mnoZenja dobijaju se traZeni
odbirci u frekvencijskom domenu X (e’ ). Proces odredivanja odbiraka u frekvencijskom domenu
pomocu konvolucije prikazan je na slici 5.33.
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Konvolucija sa

X[n] o] | w X (el

: 2 2
e-JmOnW n72 W n/2

Slika 5.33 Blok dijagram chirp transform algoritma.

Opisani algoritam se u engleskoj literaturi naziva chirp transform algorithm - CTA (engl.
chirp = cvrkut). U Ccisto softverskoj implementaciji CTA nema nikakve prednosti nad ranije
opisanim FFT algoritmima u pogledu aritmeti¢ke slozenosti. Sta vise, za izraGunavanje konvolucije
u okviru CT algoritma obi¢no se koristi DFT. Medutim, velika prednost CT algoritma nad DFT je u
tome Sto je mnogo fleksibilniji. Prvo, CTA omogucava izraCunavanje spektralnih odbiraka i kada je
M # N . Druga prednost CT algoritma je §to M 1 N ne moraju biti sloZeni brojevi §to je, kao §to je
ve¢ pokazano, neophodan uslov za efikasno izraCunavanje DFT. Trece, pocetna ucestanost ®, je
sasvim proizvoljna. U slu¢ajevima kada je na raspolaganju i hardverska podrSka za efikasno
izraCunavanje konvolucije, CTA Cesto predstavlja bolju alternativu za izraCunavanje spektra. Takav
je na primer slucaj ako se za procesiranje diskretnih signala koriste CCD (engl. charge coupled
devices) ili SAW (engl. surface acoustic wave) naprave. Osim toga, u poslednje vreme pojavljuju se
1 digitalni integrisani procesori pogodni za izracunavanje konvolucije, pa CTA sve viSe dobija na
znacaju.



