4. DISKRETNA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA

4.1 UVOD

IzraCunavanje Furijeove transformacije diskretnih signala prema izrazu (2.5) nije
jednostavno, jer suma sadrzi beskonacan broj ¢lanova. Za prakticno izraCunavanje na digitalnom
raCunaru obi¢no se koristi tzv. Diskretna Furijeova transformacija (DFT) koja se dobija
diskretizacijom Furijeove transformacije. Primena Diskretne Furijeove transformacije u digitalnoj
obradi signala je velika. Pre svega, DFT se koristi kao neophodan alat u spektralnoj analizi signala.
Drugo, DFT omogucava efikasno izvodenje filtriranja u frekvencijskom domenu. Znacaj Diskretne
Furijeove transformacije u digitalnoj obradi signala poti¢e od toga $to postoje veoma efikasni
algoritmi za izracunavanje DFT.

U ovoj glavi ¢e biti objaSnjeni definicija i osnovne osobine DFT. Proucic¢e se veze koje
postoje izmedu DFT, Furijeove transformacije diskretnog signala i Furijeove transformacije
kontinualnog signala koji je diskretizovan. Efikasni postupci za izracunavanje DFT bi¢e predmet
proucavanja u narednom, petom poglavlju.

4.2 DISKRETIZACIJA U FREKVENCIJSKOM DOMENU

U prethodnom poglavlju izveden je izraz (2.5) koji predstavlja spektar diskretnog signala
x[n] 1koji ¢e radi preglednosti izlaganja biti ponovljen:

X(©Q)=X() =D x[nle™ 4.1)
Kao $to je veé re¢eno, spektar X (e’”) je periodi¢na funkcija udestanosti sa periodom 2.

Neka se u osnovnom opsegu (0,27) izvrsi diskretizacija spektra uzimanjem N ekvidistantnih
odbiraka sa frekvencijskim razmakom AQ =2n/N . Smenom Q =27k/N , iz jedn. (4.1) se dobija:

X(Ek)y= Y Anle”™™, k=012,.,N -1 4.2)

Suma sa beskonacnim brojem ¢lanova u (4.2) moze se rastaviti na beskonaCan broj
parcijalnih suma od kojih svaka sadrzi N Clanova:

-1 N-1 2N-1
X(Ek)=-+ Zx[n]e‘-/znk”/]v +Zx[n]e‘j2“k”/N + Zx[n]e_ﬂ“k”/N 4=
n=—N n=0 n=N
w IN+N-1 (4.3)
— Z Zx[n]e—jZRkn/N
l|=—00 n=IN
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38 4. Diskretna Furijeova transformacija

Ako se u jedn. (4.3) u unutra$njoj sumi izvrs$i smena promenljive n sa n—IN i promeni
redosled sumiranja, dobija se:

N-1| o
X (k)= Z[ Zx[n—lN]}eﬂﬂ"”/N, k=012, .N-1 (4.4)

n=0

I=—0

U izrazu (4.4) suma u zagradi predstavlja periodicno ponavljanje signala x[n] sa periodom
N. Kako se periodi¢ni signali pod odredenim uslovima mogu razviti u Furijeov red, moze se pisati:

0 N-1
x,[n]= Y x[n=IN1= Y ¢, e™N  n=0,12,.,N-1 (4.5)

|=— k=0

gde su Furijeovi koeficijenti ¢, dati sa:

N-1
¢, = % pr[n]e*ﬂ“""/N, k=012,.. N-1 (4.6)
n=0
pa se direktnim poredenjem jedn. (4.4) sa (4.6) dobija:
ck:%X(%k), k=0,1,2,....,N—1 4.7)
odnosno:
1 N-1 )
xp[n]=WZX(%k)e12“k”/N, n=0,1,2,...,N-1 (4.8)
k=0

Relacija (4.8) je veoma vazna jer pokazuje moguénost rekonstrukcije periodi¢ne sekvence
x,[n] iz odbiraka spektra X (). Medutim, problem rekonstrukcije kona¢ne sekvence x[n] ili
spektra X (e’”) iz odbiraka spektra nije u potpunosti resen. Za kompletno resenje problema
rekonstrukcije mora se posmatrati veza izmedu x,[n] 1 x[n]. Posto je sekvenca x,[n] periodi¢no
produZenje sekvence x[n], jasno je da je za korektnu rekonstrukeiju x[n] iz x,[n] ne sme postojati
preklapanje u vremenskom domenu. Preklapanje u vremenskom domenu ne postoji ako je sekvenca
x[n] ograni¢ene duzine koja je manja od N odbiraka. Na slici 4.1 prikazani su vremenski
ograni¢ena sekvenca x[n] duzine L, kao i dve periodi¢no produZene sekvence x,[n] sa periodima
N > L (bez preklapanja u vremenskom domenu) i N <L (sa preklapanjem u vremenskom
domenu). U prvom slucaju diskretni signal x[n] moZe biti jednoznacno izdvojen iz x,[n]. U
drugom slu¢aju nije moguce jednoznacno izdvajanje signala x[n] iz periodi¢nog produZenja x ,[n],
zbog preklapanja u vremenskom domenu.

Izdvajanjem signala x[n] iz x,[n] reSen je i problem rekonstrukcije spektra X () iz
odbiraka jer se moZe primeniti jedn. (4.1). Suma u (4.1) ima konacan broj sabiraka N, jer je x[n]
sekvenca konac¢ne duZine.

Problemu rekonstrukcije spektra moze se pristupiti 1 na drugi nacin. PoSto je
x[n]=x,[n] za 0<n< N -1, jedn. (4.8) dobija oblik:

N-1

)= S X PHY, n=012,. N -1 (49)
k=0
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Slika 4.1 Periodi¢no produZenje kona¢ne sekvence: (a) originalna sekvenca, L =5, (b) produZenje bez
preklapanja, L <N =6, (c) produZenje sa preklapanjem, L > N =4.

Zamenom izraza (4.9) u (4.1) dobija se:

N-1
X(e™) = Z[;] X(z—;k)ejz""”/N}e‘jQ” (4.10)
n=0 k=0
odnosno:
N-1
X (e’ = ZX(M/«)[ > —J(Q—Zﬁk/mﬂ} (4.11)
n=0

Izraz u srednjoj zagradi predstavlja zeljenu interpolacionu funkciju i moze se napisati u
pogodnijem obliku. Ako se definiSe funkcija P(Q2) kao:
1 1= 1 sin(QN/2) SR>
N1-¢™ N sin(Q/2)

P(Q) —%Z = (4.12)

izraz za rekonstrukciju spektra (4.11) moze se napisati u kona¢nom obliku kao:
N-1
X ()= ZX[z—nij(Q—z—nk) (4.13)
i \N N
Interpolaciona funkcija P(€)) je periodicna funkcija i ima istu ulogu kao aperiodi¢na

funkcija SincO=sin0 /0 u vremenskom domenu. Grafik funkcije sin(QN/2)/[Nsin(€/2)] za
N =8 je prikazan na slici 4.2. Sa grafika, kao 1 iz izraza (4.12) lako se uoc€ava da je:

21 1, k=0
PEAN (4.14)
N 0, k=12,---,N-1
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tako da se u tackama odabiranja u spektralnom domenu rekonstrukcijom dobijaju ta¢ne vrednosti
odbiraka. Eksponencijalni ¢lan u (4.12) uti¢e samo na fazu interpolacione funkcije P(Q).

L Asin(NwIZ)/[Nsin(oo/Z)]
0.8
0.6 |
0.4 -
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Slika 4.2 Interpolaciona funkcija u frekvencijskom domenu sin(QN/2)/[Nsin(€/2)].

4.3 DISKRETNA FURIJEOVA TRANSFORMACIJA
KONACNE SEKVENCE

Iz izlaganja u prethodnom poglavlju vidi se da je moguce rekonstruisati periodi¢nu
sekvencu x,[n] 1 njen spektar X (e’*) iz ekvidistantnih odbiraka u spektralnom domenu
X(2nk/N), k=0,1,...,N—1. U opstem slucaju, odbirci u spektralnom domenu ne omogucavaju
jednoznaénu rekonstrukciju originalne aperiodi¢ne sekvence x[r]. Medutim, u vaznom slucaju
kada je x[n] sekvenca konacnog trajanja L, periodi¢na sekvenca x,[n] predstavlja periodi¢no
produZenje sekvence x[n] sa periodom N. Ako je N > L, onda sekvenca x,[n] predstavlja obicno
periodi¢no ponavljanje sekvence x[n], tako da se x[n] moZe jednoznacno izdvojiti iz x,[n] prema
formuli:

(4.15)

x[n], 0<n<L-1
x,[n]=
0, L<n<N-1

U ovom slucaju, dakle, odbirci u spektralnom domenu jednozna¢no odreduju i originalnu
aperiodi¢nu sekvencu x[n] (dopunjenu sa N — L nula ako je N > L). Dakle, za odbirke Furijeove
transformacije sekvence konacne duzine L se prema izrazima (4.4), (4.5) 1 (4.15) dobija:

2n & —j2mkn/N
X[k]l=X Wk =Y x[nle , k=012,.,N-1 (4.16)
n=0

Izraz (4.16), koji transformise sekvencu x[n] duzine L< N u sekvencu odbiraka u
spektralnom domenu X[k] duzine N, naziva se Diskretna Furijeova transformacija (DFT)
sekvence x[n]. Na osnovu (4.8) i (4.15) dobija se izraz za rekonstrukciju sekvence x[n]:

L& (2n j2mtkn/ N
x[n]zﬁ Wk J , n=0L2,..,N-1 (4.17)
k=0

koji se naziva Inverzna Diskretna Furijeova transformacija (IDFT). Ako je L< N, onda se iz
izraza (4.17) dobija x[n]=0za L<n< N -—1.
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Kao §to se vidi iz jedn (4.16), DFT se izracunava za diskretne ucestanosti €iji je inkrement
Ao =2n/N, odnosno, na osnovu (3.7), AF = F, / N. Inkrement ucCestanosti AF naziva se
frekvencijska rezolucija DFT (engl. bin spacing).

Jednacine (4.16) 1 (4.17) predstavljaju samo polaznu osnovu za izratunavanje DFT 1 IDFT 1
direktno su primenljive na kauzalne sekvence konacne duzine. Ve¢ je reCeno da broj elemenata u
jednoj periodi N moze biti i veéi od duzine originalne sekvence x[n]. Da bi se dobio poveéani broj
tacaka u spektru, originalna sekvenca se mozZe dopuniti nulama (engl. zero padding). Ovakvo
dopunjavanje nulama ima vaznu primenu u izracunavanju konvolucije uz pomo¢ DFT.

Ako je sekvenca koja se transformiSe nekauzalna, ona se takode moze periodi¢no produziti
pod istim uslovima kao i kauzalna sekvenca. Medutim, u slucaju IDFT potrebna je pazljiva
interpretacija rezultata. Naime, nekauzalni deo sekvence pojaviée se na kraju rekonstruisanog
signala x[n] u normalnom redosledu, a moZe se interpretirati kao nekauzalni deo druge periode
periodi¢nog produzenja.

Interesantno je primetiti da se tradicionalno DFT izraCunava u opsegu ucestanosti
0<Q<2m,aneuopsegu — 1< Q<7 koji je koris¢en u drugoj glavi kod izraCunavanja Furijeove
transformacije. Razlog za promenu opsega ucestanosti leZi u pogodnijoj interpretaciji komponente
¢ija je ucestanost Q =0, a koja je predstavljena prvim elementom DFT sekvence. Naime, iz (4.16)
se vidi da X[0]/N predstavlja srednju vrednost (jednosmernu komponentu) signala x[n].

4.3.1 MATRICNI OBLIK DFT

Izrazi (4.16) i (4.17) za direktnu i inverznu diskretnu Furijeovu transformaciju predstavljaju
linearne transformacije sekvenci x[n] 1 X[k]. Ako se sekvence x[n] 1 X[k] predstave kao vektori
sa N vrsta 1 jednom kolonom, x, 1 X respektivno, a transformacioni koeficijenti predstave u vidu
matrice W), dimenzija N x N, onda se izraz (4.16) moZe napisati u matricnom obliku:

X, = W,ox, (4.18)
gde je:
1 . ]
1wy wig o o owi!
Wy =1 W} Wy Wji(N_l) (4.19)
N-1 2(N-1) (N-1)(N-1
owyt owy W )
Wy =e /2N (4.20)

Elementi matrice Wy [n,k]=e /2™~ = gine kompleksni bazis ortogonalnih
diskretnih funkcija i nazivaju se rotacioni (engl. twiddle) faktori zbog toga S$to se mnozenjem sa
njima menja samo argument kompleksnih brojeva. Rotacioni faktori su periodi¢ni i predstavljaju
tacke na jedinicnom krugu u kompleksnoj ravni.

Inverzna DFT u matri¢nom obliku na osnovu (4.17) 1 (4.18) data je sa:

Xy = Wy'X, = %w;XN (4.21)
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odakle jasno sledi:
W,W; = NI, (4.22)
gde je I jedini¢na matrica dimenzija N x N. Na osnovu izraza (4.22) moze se zakljuciti da je

transformaciona matrica W, ortogonalna matrica. Zato se kaze da DFT 1 IDFT predstavljaju
ortogonalne transformacije.

4.4 OSOBINE DISKRETNE FURIJEOVE TRANSFORMACIJE

Posto se DFT sekvenca sastoji od odbiraka iz spektra signala dobijenog Furijeovom
transformacijom, osobine Furijeove transformacije diskretnih signala koje su analizirane u drugoj
glavi vaze i1 za Diskretnu Furijeovu transformaciju. Dakle, DFT ima sledece osobine:

Linearnost: ax,[n]+ ax,[n] <2 aX [k]+aX,[k] (4.23)
Periodic¢nost: X[k]= X[k + N] (4.24)
Konjugovana kompleksnost: x*[n]« 2L X*[N —k] (4.25)

Izmedu realnog i imaginarnog dela DFT sekvence takode postoje odredene veze koje su
identi¢ne vezama koje postoje izmedu realnog i imaginarnog dela Furijeove transformacije
diskretnog signala. Dakle, ako je X[k]= X [k]+jX,[k], onda u sluCaju kada je sekvenca x[n]
realna vazi:

X[k]1= X*[N —k] (4.26)
Xplkl= Xi[N -k] (4.27)
X, [k]=-X,[N —k] (4.28)
| X[k]|=|XIN - k]| (4.29)
arg( X[k]) = —arg( X[N - k]) (4.30)
Ako su pored realnosti sekvence x[n], zadovoljene i osobine parnosti ili neparnosti onda
vazi:
x[n]=x[-n]= X[k] je ¢isto realna sekvenca (4.31)
x[n]=—x[-n]= X[k] je Cisto imaginarna sekvenca (4.32)

Osobine periodi¢nosti i1 simetrije DFT su veoma vaZzne zbog toga S§to omogucavaju da se za
realnu sekvencu x[n] izraCunavaju samo vrednosti H[k]za 0<k < N/2, koje odgovaraju
vrednostima H(e’*)za 0<w < 7.

4.5 CIRKULARNA KONVOLUCIJA

Prilikom ispitivanja osobina Furijeove transformacije diskretnih signala u glavi 2, posebna
paznja bila je posvecena Furijeovoj transformaciji konvolucije (poglavlje 2.3.1.5) 1 Furijeovoj
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transformaciji proizvoda dve sekvence (poglavlje 2.3.1.6). Slicne veze, samo sa jo§ vecim
znacajem, postoje 1 izmedu DFT 1 jedne specijalne vrste konvolucije koja se naziva cirkularna
(ciklicna, kruzna) konvolucija.

Pre svega treba objasniti pojam cirkularnog pomeraja. Cirkularni pomeraj u vremenu
sekvence konacne duzine moze se shvatiti kao pomeraj periodicnog produzenja iste konacne
sekvence. Na slici 4.3 prikazan je cirkularni pomeraj sekvence duzine N =5 za dva odbirka u levo.

&

o 1 2

x[n]

~ 0
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X[n+2]
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‘0123456789
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Slika 4.3 Cirkularni pomeraj sekvence: (a) originalna sekvenca, (b) cirkularno pomerena sekvenca za dva
odbirka u levo.

Cirkularno pomerena sekvenca ima za transformacioni par:
x[n+m] <2 Wik X1k (4.33)

Zbog toga Sto je funkcija W] periodi¢na po p sa periodom N, lako je utvrditi da se za bilo
koji pomeraj m>N ima isti transformacioni par kao i za kraéi pomeraj m,, gde je
m=m;+m,N, 0<m <N -1, odnosno m; =m mod N = <m> y- U stvari, my predstavija ostatak
kada se m podeli sa N.

Cirkularni pomeraj u frekvencijskom domenu se definiSe na isti nacin. Cirkularno pomerena
DFT sekvenca ima za transformacioni par :

Wi xn] <22 X[k +m] (4.34)

Da bi objasnili pojam cirkularne konvolucije posmatrajmo dve kona¢ne sekvence duZine N,
x[n]1 h[n], ¢ije su DFT X[k]1 H[k], respektivno. Ako se X[k]1 H[k] pomnoZe Clan po Clan,
kao rezultat se dobija nova DFT sekvenca, Y[k], sa istim brojem ¢lanova N. Dakle, ima se:

Y[k]= X[k]lH[k], k=0,1,....N—1 (4.35)
Inverzna DFT sekvence Y[k] je:
1 N-1 ] 1 N-1 )
yml=—"> Ykle/™N =— " X[k]H[k]e/*™"/" (4.36)
NS NS

Zamenom definicionih izraza za X[k]1 H[k] u (4.36) dobija se:
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1 N-1| N-1 ' N-1 ' .
:W x[n]e—j2nkn/N Zh[l]e—j2nkl/N e‘/2nkm/N:

k=0]_n=0 1=0
1 N- N-1 N-1 )

=— n]z h[l]{z /2 (m=n=D) N} (4.37)
N n=0 =0 k=0

Iz elementarne matematike je poznato da izraz u srednjoj zagradi u (4.37) predstavlja
geometrijsku progresiju ¢ija je suma ¢lanova data izrazom:

N-1 N, a=1

k_Jy N 4.38
,;)a 1=a , a#l ( )
- l-a

gde se, poredenjem sa (4.37), vidi da je
a=el?r DIV (4.39)

Iz izraza (4.39) lako se vidi da je a =1kadaje (m—n—1[) multipl od N. S druge strane,
a®™ =1 za bilo koju vrednost a # 0. Na osnovu toga se iz (4.38) dobija:

Za N, I=m—n+ pN =(m—-n)modN, p ceo broj (4.40)
0, drugde
Koris¢enjem relacija (4.39) i1 (4.40), izraz (4.37) za y[m] se moze napisati u konacnom
obliku:
N-1 N-1
ym] = x[m]® h[m]= Y x[nli(m—n), = D hln(m—n), , m=0l..,N-1 (441
n=0 n=0

koji predstavlja cirkularnu (kruznu) konvoluciju. Dakle, moze se zakljuciti da cirkularna
konvolucija dve sekvence 1 proizvod njihovih DFT sekvenci ¢ine DFT transformacioni par.
Osnovna razlika izmedu linearne konvolucije definisane u poglavlju 1.3.5.1 1 cirkularne
konvolucije (4.41) je u izracunavanju indeksa ¢lanova sekvenci koje ulaze u konvolucionu relaciju.
U prakti¢nom izracunavanju cirkularne konvolucije moze se primeniti isti algoritam kao za linearnu
konvoluciju koji je opisan u poglavlju 1.3.5.1. Medutim, u prva dva koraka konvolucionog
algoritma (refleksija 1 pomeranje), indeksi se izraCunavaju po modulu N, odnosno, operacije nad
sekvencama se obavljaju kao da se elementi sa pocetka sekvence nadovezuju na njen kraj. Odatle

dolazi i naziv cirkularna konvolucija. Kao rezultat se dobija da sve tri sekvence imaju istu duzinu
N.

Na slici 4.4 je prikazan jedan jednostavan FORTRAN potprogram za direktno izraCunavanje
cirkularne konvolucije.

4.5.1 IZRACUNAVANJE LINEARNE KONVOLUCIJE POMOCU DFT

U izlaganjima u prvoj glavi istaknut je znacaj linearne konvolucije prikazane izrazom (1.30)
koja daje odziv linearnog kauzalnog diskretnog sistema na proizvoljnu pobudu. S druge strane,
veza izmedu cirkularne konvolucije i DFT omogucéava primenu DFT za izracunavanje cirkularne
konvolucije koja je, kako ¢e se videti u narednoj glavi, izrazito racunski efikasna. Stoga bi bilo



4. Diskretna Furijeova transformacija 45

veoma interesantno ispitati, da li se, 1 pod kojim uslovima, moze linearna konvolucija izraziti
pomocu cirkularne konvolucije.

I1ZRACUNAVANJE CIRKULARNE KONVOLUCIJE DVE SEKVENCE

X - VEKTOR ELEMENATA PRVE SEKVENCE

H - VEKTOR ELEMENATA DRUGE SEKVENCE

Y - VEKTOR ELEMENATA KONVOLUCIONE SUME
N - BROJ ELEMENATA VEKTORA X, Y I H.

OO0O0O0O0O0O0O0

SUBROUTINE CIRCON (X,H,Y,N)
DIMENSION X(1), H(1). Y(1)
DO 20 K = 1,N
1 =K
Y(K) = 0.
DO 10 J = 1,N
Y(K) = Y(K) + X(@@) * H(D)
1 =1-1

IF (1.LE.O) I = 1 + N
10  CONTINUE
20 CONTINUE
RETURN
END

Slika 4.4 FORTRAN potprogram za izracunavanje cirkularne konvolucije dve sekvence.

Kod izraCunavanja linearne konvolucije, y[n]= x[n]*h[n], izlazna sekvenca y[n] ima
duzinu Ny =N, + N, -1, gde su N, 1 N, duzine sekvenci x[n]i h[n], respektivno. Da bi se
odredio transformacioni par sekvence y[n] mora se izracunati DFT sekvence y[n] u N, tacaka jer
se na taj nadin potpuno zadrzavaju sve informacije o spektru Y(e’®). Kako je, prema (4.35),
Y[k]= X[k]H[k], 0<k < N, -1, DFT spektri X[k]1 H[k] moraju takode biti izraCunati u N,
taCaka. Dakle, sekvence x[n]1 A[n] moraju biti dopunjene sa izvesnim brojem nula, prema izrazu:

N,=Ny—i=Ny+Ny—1-i, i=Ny,Ny, (4.42)

Prethodna analiza odnosila se na izraCunavanje linearne konvolucije dve sekvence konacne
duZine. U praksi se, naro€ito u obradi audio signala, Cesto traZi linearna konvolucija izmedu kratke
sekvence (impulsnog odziva sistema za obradu) i druge znatno duze sekvence (audio signala).
Dopunjavanje kratke sekvence velikim brojem nula u takvom slucaju postaje kontraproduktivno jer
se primenom DFT niSta ne dobija na brzini izraCunavanja. U takvim slu€ajevima pogodno je
primeniti blok konvoluciju kod koje se vr$i podela dugacke ulazne sekvence na krace parcijalne
sekvence, zatim se izracunavaju linearne konvolucije (koriste¢i cirkularnu) parcijalnih sekvenci sa
impulsnim odzivom, a na kraju se parcijalni rezultati kombinuju na pogodan nacin. O izra¢unavanju
linearne konvolucije dugacke i kratke sekvence vise ¢e biti reci u narednoj glavi, kada budu
objasnjeni algoritmi za brzo izraCunavanje DFT.

4.6 FREKVENCIJSKE KARAKTERISTIKE DFT

JjQn j2mnF |F,

Posmatrajmo signal x[n]=e”" =e¢ ¢ija je ucestanost proizvoljna 1 ne mora se
poklapati sa diskretnim ucestanostima na kojima se izra¢unava DFT. Ako se izrac¢una DFT takvog
signala primeti¢e se da se pojavljuju nenulte vrednosti svih elemenata DFT sekvence. Razlog za to
je Sto prema Parsevalovoj teoremi energija izracunata u vremenskom i frekvencijskom domenu

mora biti ista. Dakle, ako se u€estanost signala ne poklapa sa ucestanostima izracunavanja DFT
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nastaje rasipanje (podela) energije na raspolozive komponente. Da bi bolje ispitali ovu pojavu
odredimo k-tu komponentu DFT signala x[#n]:

| — o727/ N=F|F)N

N-1
X(k,Fy="Y e/ M5 ik = (4.43)

~ | o /2R (kIN=F]F))

odakle se smenom ©®, =27(k/N —F/F,) dobija traZeni frekvencijski odziv k-tog elementa DFT
sekvence:

Sln(®kN/2) e_j@k(N_l)/z

sin(®, /2) (444)

X(0,)=
koji je, kao Sto se vidi, po obliku isti kao 1 interpolaciona funkcija u frekvencijskom domenu P(€2)
data sa (4.12). Amplitudska karakteristika frekvencijskog odziva DFT (u dB), normalizovana sa N,
prikazana je na slici 4.5 za slu€aj N =8, k = 3. Fazna karakteristika frekvencijskog odziva DFT je
linearna.

MMIX(,FIIN| (dB)

o 02 04 06 08 1
Slika 4.5 Amplitudska karakteristika DFT za slu¢aj N = 8, k =3.

Amplitudska karakteristika k-tog elementa DFT ima maksimalnu vrednost za ucestanosti u
okolini ®, =0, §j. F =kF,/N (glavni luk), i ima nule na udestanostima F =(k—r)F,/N, r #0.
Delovi karakteristike izmedu nula (bo¢ni lukovi) su manje, ali ne beznac¢ajne amplitude. Ova
pojava se naziva curenje spektra 1 rezultat je direktne primene DFT na sekvencu x[n]. Spektralno
curenje je nepozeljna osobina koja uti¢e na kvalitet analize spektra. Da bi se smanjilo spektralno
curenje primenjuju se razne modifikacije sekvence x[n] koje ¢e biti opisane u narednom izlaganju.

Spektralno curenje je posledica nepoklapanja ucestanosti ulaznog signala sa nekom od
ucestanosti na kojima se izracunava DFT. U radu [H-2] je pokazano da u tom slucaju, pri
periodicnom produzenju sekvence obavezno nastaju diskontinuiteti na krajevima periode. Kako
takvi diskonituiteti proizvode Sirok spektrar ucestanosti, jasno je zasto se pojavljuju spektralne
komponente kojih nema u originalnom aperiodicnom signalu. Prema tome, modifikacija ulaznog
signala u cilju smanjenja spektralnog curenja mora da smanji, ili u potpunosti ukloni diskontinuitete
u periodi¢nom produzenju ulaznog signala.

Sa slike 4.5 moZe se uociti da je Sirina glavnog luka dvostruko veca od frekvencijskog
razmaka DFT odbiraka. To znaci da ¢e se glavni lukovi amplitudskih karakteristika susednih DFT
odbiraka preklapati sa jednom polovinom svoje Sirine. Kao posledica te ¢injenice, ako spektralna
komponenta ulaznog signala pada u region preklapanja dve susedne koponente, njena amplituda ne
moze biti precizno detektovana jer ¢e proizvesti znacajne vrednosti dva DFT odbirka. Slabljenje
amplitude spektralne komponente zbog curenja u druge DFT odbirke naziva se scalloping loss ili
picket-fence effect.
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Frekvencijska selektivnost DFT se definiSe kao sposobnost razdvajanja komponenata u
spektru ulaznog signala. Komponente koje pripadaju glavnom luku ne mogu se razdvojiti. Dakle,
selektivnost DFT zavisi od broja tataka u kojima se izraunava DFT ali i od nacina modifikacija
ulazne sekvence radi smanjenja spektralnog curenja jer takva modifikacija utice na $irinu glavnog
luka.

Na kraju, definiSimo i ekvivalentni propusni opseg Suma (engl. equivalent noise bandwidth -
ENBW) koji se definiSe kao propusni opseg idealnog filtra koji propusta beli Sum, ¢ija je snaga
jednaka snazi belog Suma na odgovaraju¢em DFT izlazu. ENBW moze posluziti kao mera za
kvalitet raznih modifikacionih funkcija ulaznog signala.

4.7 MODIFIKACIJA SIGNALA PROZORSKIM FUNKCIJAMA

Da bi se popravile frekvencijske karakteristike DFT, odbirci ulaznog signala se mogu
pomnoziti odbircima teZinske ili prozorske funkcije w{n]. Dakle, modifikovana ulazna funkcija
postaje:

y[n]=w[n]x[n] (4.45)

a njena diskretna Furijeova transformacija:

N-1 N-1
Y[k]= Y winlx[n Wy =% > WInlX[k—n] (4.46)
n=0 n=0

gde je ujedno pokazano da rezultantni spektar predstavlja cirkularnu konvoluciju spektara ulaznog
signala X[k] i prozorske funkcije W[k].

4.7.1 PRAVOUGAONA PROZORSKA FUNKCIJA

Pravougaona prozorska funkcija definisana je na slede¢i nacin:

(] I, n=0,1,.,N-1 4.47)
wiln]= :
K 0, drugde

1 prikazana na slici 4.6a za slu¢aj N =32. Kao §to se vidi, pravougaona prozorska funkcija ne vrsi
nikakvu modifikaciju ulaznog signala osim eventualnog odsecanja. To zna¢i da svi do sada
izvedeni rezultati vaze i za pravougaonu prozorsku funkciju, pa im se na ovaj na¢in moZze dati novo
tumacenje. Spektar pravougaone prozorske funkcije dat je izrazom:

l_ e_jQN — Sln(QN/z) eijQ(Nfl)/z
-/ sin(Q/2)

N-1
WR (ejQ) = z ei'/Qn = (448)
n=0

1 1ma isti oblik kao interpolaciona funkcija P(Q) (4.12), ili frekvencijski odziv DFT (4.44).

Na slici 4.6b prikazana je amplitudska karakteristika pravougaone prozorske funkcije. Sirina
glavnog luka u spektru pravougaone prozorske funkcije je 47/ N. Osnovni nedostatak pravougaone
prozorske funkcije je malo slabljenje bo¢nih lukova u amplitudskom spektru. Amplituda prvog
boc¢nog luka iznosi 22% (-13 dB) od amplitude glavnog luka. Takode, visi bo¢ni lukovi opadaju sa
nagibom od -6 dB/oktavi. Kada se formira konvolucija u spektralnom domenu izmedu spektra
W,(e’®) i spektra ulaznog signala, zbog postojanja jakih boc¢nih lukova nastaje zna¢ajna
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modifikacija spektra ulaznog signala, tj. Y[k]# X[k]. Zbog ovakvih karakteristika pravougaone
prozorske funkcije, direktna primena DFT na ulazni signal onemogucava detekciju slabih signala u
prisustvu jacih signala.

Aw
1
0 5 10 15 20 25 30 n
(a)
-80 T
-100 ‘ ‘ ‘ : EEUEQ
0 0.2m 0.4m 0.6 0.87 T
(b)

Slika 4.6 (a) Pravougaona prozorska funkcija, N = 32, (b) amplitudska karakteristika.

Velika amplituda bo¢nih lukova u spektru pravougaone prozorske funkcije je posledica
naglog prekida sekvence wpy[n]. Poznato je da sekvence koje imaju manje bo¢ne lukove u spektru
nemaju diskontinuitete u vremenskom domenu. U spektralnoj analizi, projektovanju FIR sistema,
teoriji antenskih sistema kao i u mnogim drugim oblastima tehnike definisane su brojne prozorske
funkcije, od kojih ¢e neke biti opisane u narednom izlaganju. Sve dobre prozorske funkcije imaju
postepen prelaz od centra prozorske funkcije prema krajevima.

4.7.2 TROUGAONA PROZORSKA FUNKCIJA

Trougaona ili Bartletova (Bartlett) prozorska funkcija opisana je relacijom:

2n/N n=0,,..,N/2
wr[n] =

wiN=nl, n=(N/2)+1 (N/2)+2,...N -1 (4.49)

1 prikazana na slici 4.7a. U opisanom slu¢aju trougaona prozorska funkcija je simetri¢na a poslednja
tatka u nizu nedostaje jer je pripisana slede¢oj periodi u periodi¢nom produzenju prozorske
funkcije. Spektar trougaone prozorske funkcije dobija se direktnom primenom Furijeove
transformacije na sekvencu w;[n] u obliku:

. 2
W, (') :%{%} ¢ AN/ (4.50)
Navel



4. Diskretna Furijeova transformacija 49

odnosno, amplitudski spektar trougaone prozorske funkcije predstavija kvadrat amplitudskog
spektra pravougaone prozorske funkcije. Ovaj rezultat nije neocekivan jer se trougaona prozorska
funkcija moze shvatiti i kao rezultat konvolucije dve pravougaone prozorske funkcije duzine N/2,
pri ¢emu je poslednja tacka rezultata zanemarena. Kako konvoluciji u vremenskom domenu
odgovara proizvod Furijeovih transformacija, dobijeni rezultat ima jasno tumacenje. Kao rezultat,
maksimalna amplituda bo¢nih lukova je -26 dB ispod amplitude glavnog luka, dok je Sirina glavnog
luka udvostru¢ena. Maksimalno "scalloping" slabljenje koje se javlja na sredini izmedu dva odbirka
u spektralnom domenu iznosi -1.82 dB. Bo¢ni lukovi opadaju sa nagibom od -12 dB/oktavi. Spektar
trougaone prozorske funkcije prikazan je na slici 4.7b.

wg(n]

(@)

0 0.2m 0.4mn 06r

(b)
Slika 4.7 (a) Trougaona prozorska funkcija, N = 32, (b) amplitudska karakteristika.

0.8 T

4.7.3 PROZORSKE FUNKCIJE KOSINUSNOG (SINUSNOG) TIPA

Da bi se jo$S viSe smanjili bo¢ni lukovi potrebno je napraviti jos blazi prelaz u blizini
krajeva prozorske funkcije. To se moze posti¢i koris¢enjem kosinusnih (sinusnih) funkcija oblika
cos” x ili sin® x. Razlike izmedu prozorskih funkcija kosinusnog i sinusnog tipa su u vremenskom
pomeraju za polovinu duzine sekvence i u tome §to je kosinusna funkcija simetri¢éna u odnosu na
koordinatni pocetak. Prema tome, za primenu u spektralnoj analizi pomo¢u DFT pogodniji je
sinusni oblik funkcije:

wln] = sin® [%j n=01,.,N-1 4.51)

gde slobodni parametar ima vrednost 1 <o < 4.

Tako se za o = 1 dobija sinusna prozorska funkcija:



50 4. Diskretna Furijeova transformacija

weln] = sin(%j, n=01,.,N-1 (4.52)

4.7.3.1 Hanova prozorska funkcija

NajcesSca vrednost parametra u jednacini (4.51) je o =2. Tada se dobija Hanova prozorska
funkcija koja je dobila naziv po austrijskom meteorologu Hanu (Julius Von Hann). Ova prozorska
funkcija se sre¢e i pod nazivima kvadratni kosinus, podignuti kosinus ili Hanning prozorska
funkcija. Dakle, iz (4.51) se za a = 2 dobija:

. nnj_l (2nnj B
wy[n]=sin“| —|=—|1-cos] — ||, n=0,1,....N—1 4.53
il (N 2{ N (4.53)
a njen spektar:
W, (™) = 0.5, (") =025, (/@2 /N) + W, (/@) (4.54)

gde je W,(e’?) spektar pravougaone prozorske funkcija dat izrazom (4.48).

Iz izraza za Hanovu prozorsku funkciju (4.53) se vidi da je wy[n]=0 na krajevima
intervala, tj. Hanova prozorska funkcija nema diskontinuitete na krajevima. Zbog glatkog prelaza sa
nenultih na nulte vrednosti prozorske funkcije, spektar prozorske funkcije ima znatno manje bo¢ne
lukove koji opadaju sa -18 dB/oktavi. Amplituda najveceg bo¢nog luka potisnuta je za -32 dB u
odnosu na amplitudu centralnog luka. Sirina centralnog luka iznosi 8m/N. Hanova prozorska
funkcija 1 njen spektar prikazani su na slici 4.8.

1.

I 1 I | | I 1 I [\,\\ (D\
T T T T T ,
Vs

0 0.2n 04w 0.6mn 0.8%
(b)

Slika 4.8 (a) Hanova prozorska funkcija, N = 32, (b) amplitudska karakteristika.

Hanova prozorska funkcija ima vrlo interesantnu interpretaciju u frekvencijskom domenu.
Iz izraza (4.54) se vidi da spektar Hanove prozorske funkcije predstavlja superpoziciju spektra
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pravougaonog prozora pomnozenog sa faktorom 0.5, 1 spektara pravougaonih prozora pomerenih za
+2n/N i pomnozenih sa -0.25. Interesantno je da se maksimumi pomerenih spektara nalaze na
mestima gde centralni spektar ima nule. Ovakvo sumiranje tri spektra ima za cilj da smanji
amplitudu prvog bo¢nog luka. Medutim, ova spektralna interpretacija ima i vrlo vaznu prakti¢nu
primenu. Naime, kada se odreduje DFT, iz spektra W, (e”*) se uzimaju odbirci sa frekvencijskim
razmakom 2n/N, odnosno, taéno na mestima gde se nalaze nule spektra W, (). Dakle, u
rezultantnom spektru W, (e”*) postoje samo tri nenulta odbirka na pozicijama —27/N, 0i 21/ N,
odnosno, na mestima gde leze centralni odbirci tri spektra koji ulaze u superpoziciju. Direktna
primena uoCene pojave omogucava da se mnozenje u vremenskom domenu sa Hanovom
prozorskom funkcijom zameni superpozicijom spektara u frekvencijskom domenu. Dakle, spektar
signala ograni¢enog Hanovom prozorskom funkcijom Y[k] dobija se ako se nade spektar signala
bez mnozenja sa prozorskom funkcijom X[k] i primeni formula:

Y[k]= %{X[k] —%(X[k —1]+ X[k + 1])} (4.55)

za svaki DFT odbirak. Kako se superpozicioni koeficijenti +1/2 lako realizuju pomeranjem udesno,
a ne mnozenjem, vidi se da se N realnih mnozenja u vremenskom domenu zamenjuje sa 2 N realnih
sabiranja i 2N pomeraja udesno u spektralnom domenu. Takode se smanjuje memorijski prostor jer
nije potrebno Cuvati vrednosti odbiraka prozorske funkcije. U nekim sluc¢ajevima, izraCunavanje
spektra prema (4.55) moze predstavljati znacajno ubrzanje.

4.7.3.2 Hemingova prozorska funkcija

Hemingova (Hamming) prozorska funkcija predstavlja poboljSanu verziju Hanove
prozorske funkcije. Osnovni cilj poboljSanja je dalje smanjenje boc¢nih lukova. Ako se
generalizovani oblik Hanove prozorske funkcije i njen spektar napiSu u obliku:

WH[n]:aH—(l—aH)cos(znTnj, n=01,.,N-1 (4.56)
W, (™) =0, Wy (e™®)=0.5(1-a, ){WR[eﬂQ*“/N) 1+ W [e/ @42 N>]} (4.57)

lako se moze izraCunavanjem utvrditi da se prvi bo¢ni luk mozZe potpuno eliminisati ako je
o, =25/46=0.543478261~0.54. Za ovu vrednost parametra o, generalizovana prozorska
funkcija naziva se Hemingova prozorska funkcija. Maksimalna amplituda bo¢nih lukova sada
iznosi -43 dB. Zbog toga Sto kod Hemingove prozorske funkcije postoji mali diskontinuitet na
krajevima (0.08), bo¢ni lukovi opadaju sa nagibom od samo -6 dB/oktavi. Sirina centralnog luka
prakti¢no je ista kao kod Hanove prozorske funkcije. Hemingova prozorska funkcija i njen spektar
prikazani su na slici 4.9.

4.7.3.3 Blekmanova prozorska funkcija

Ideje koje su koris¢ene u razvoju Hannove i Hemingove prozorske funkcije kombinovane su
u razvoju Blekmanove (Blackman) prozorske funkcije koja je u opStem slucaju data izrazom:

2“’”"), n=01,.,N-1 (4.58)
N

M
wgln]= Z(—l)’”am cos(
m=0
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gde koeficijenti a,, zadovoljavaju uslov:
M
Ya,=1 (4.59)

wy ]

(@)

AW, (e)] (dB)

-100 1 | 1 | L B |
0 0.2m 0.4~ 0.67 0.8xn i

(b)
Slika 4.9 (a) Hemingova prozorska funkcija, N = 32, (b) amplitudska karakteristika.

\4

Spektar generalizovane Blekmanove prozorske funkcije je onda dat sa:

M
L m am [(QQ—271m, i (QQ+271m,
Wy (€)= 2 D) e () 4 (] (4.60)
m=0

Moze se uociti da ovoj klasi pripadaju i prethodno opisane Hanova i Hemingova prozorska
funkcija (M =1). Jos bolji rezultati se mogu dobiti sumiranjem tri (M =2) ili Cetiri ¢lana (M = 3)
¢lana u (4.58) i (4.60). Na primer, za M =2, postavljanjem nula funkcije W, (e’*) na ucestanosti
o=7n/Ni9n/N koje odgovaraju polozajima maksimuma treCeg i &etvrtog bo¢nog luka
pravougaone prozorske funkcije, dobijaju se sledece vrednosti za koeficijente:

ay =0.42659071 ~ 0.42
a, = 0.49656062 ~ 0.50 (4.61)
a, = 0.07684867 ~ 0.08

Prozorska funkcija koja koristi aproksimativne vrednosti koeficijenata naziva se Blekma-
nova prozorska funkcija 1 prikazana je na slici 4.10. Slabljenje bo¢nih lukova je -58 dB, a strmina
opadanja bo¢nih lukova je -18 dB/oktavi. Ovako dobre karakteristike u pogledu slabljenja postig-
nute su po cenu povecanja Sirine glavnog luka na 121/ N . Prozorska funkcija sa tatnim vrednos-
tima koeficijenata ima loSije karakteristike (slabljenje bo¢nih lukova od -51 dB i strminu opadanja
bocnih lukova od samo —6 dB/oktavi, jer je wz[n]# 0 na krajevima intervala definisanosti).
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wg [n]

_ (a)
A W, (e!)] (dB)

-100

(b)
Slika 4.10 (a) Blekmanova prozorska funkcija, N = 32, (b) amplitudska karakteristika.

Jo§ bolji rezultati se mogu dobiti ako se vrednosti koeficijenata odrede optimizacionim
postupkom. Na taj nacin dobijaju se optimalne Blekmanove ili Blekman-Harisove (Blackman-
Harris) prozorske funkcije sa tri ili Cetiri ¢lana koje su prikazane u tre¢oj i Cetvrtoj koloni Tabele
4.1. Za primene gde nije potrebno tako veliko slabljenje bo¢nih lukova moze se smanjiti Sirina
glavnog luka na racun smanjenja slabljenja bo¢nih lukova. Tako se dobija familija Blekman-
Harisovih prozorskih funkcija kod kojih se moze ostvariti kompromis izmedu slabljenja bo¢nih
lukova 1 Sirine glavnog luka.

Tabela 4.1 Vrednosti koeficijenata Blekman-Harisovih prozora.

3 ¢lana (-51 dB) | 3 ¢lana (-58 dB) | 3 ¢lana (-67 dB) | 4 ¢lana (-92 dB)
a, 0.42659071 0.42 0.42323 0.35875
a, 0.49656062 0.50 0.49755 0.48829
a, 0.07684867 0.08 0.07922 0.14128
as 0.01168

474 KAJZEROVA PROZORSKA FUNKCIJA

Problem konstruisanja dobre prozorske funkcije svodi se na matematicki problem
odredivanja vremenski ograni¢ene funkcije koja ima minimalnu energiju izvan nekog izabranog
opsega ucestanosti. U teoriji kontinualnih sistema taj problem je reSen koriS¢enjem tzv. "prolate
spheroidal wave" funkcija nultog reda. Njihovo izra¢unavanje i primena su vrlo komplikovani pa se
ove funkcije prakti¢no ne koriste u sintezi analognih filtara. Kajzerova (Kaiser) ili Kajzer-Beselova
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(Kaiser-Bessel) prozorska funkcija predstavija jednostavnu diskretnu aproksimaciju funkcije
ogranicenog trajanja Ty koja maksimizira energiju sadrZanu u opsegu ucestanosti By pomocu
modifikovane Beselove funkcije prve vrste nultog reda /,(x). Aproksimativna vrednost funkcije
1,(x) izraCunava se pomocu reda:

© k 2
IO(x):Z{(x/ 2) } (4.62)

!
k:0 k-

koji veoma brzo konvergira tako da se sa samo nekoliko sabiraka postize maksimalna tac¢nost
izratunavanja na koriS¢enom raCunaru. Koriste¢i funkciju /,(x) odbirci Kajzerove prozorske
funkcije se izracunavaju iz izraza:

Iy{B1-[1-20/(N - DF |
wln] =
1o(B)

gde je parametar 3 =0.57;B;. Kontinualnom promenom parametra  moZe se povecavati

, n=0,12,.,N-1 (4.63)

slabljenje bo¢nih lukova na radun proSirenja glavnog luka. Kod prethodno opisanih prozorskih
funkcija to je bilo moguée samo promenom duZzine prozorske funkcije N Sto nije dovoljno
fleksibilno. Tipic¢ne vrednosti parametra 3 leze u intervalu 4 < <10. Spektar Kajzerove prozorske
funkcije dat je aproksimativnim izrazom:

Vol sinh{\/ﬁ2 —[(N—l)Q/2]2}

LB B> -[(V-DQ/2]
W, (') = (4.64)

Vol sin{\/[(N—l)Q/2]2 —[32}
LB JIN-DQ/2F -p?

o /QN-D)2 |Q|< 2B

N-1

o JQUN-D/2 |Q|> 2
N-1

Kajzerova prozorska funkcija i njen spektar su prikazani na slici 4.11 za N =32 i dve
vrednosti parametra 3, B =2n i  =3.57.

U prakti¢noj primeni Kajzerove prozorske funkcije u spektralnoj analizi signala potrebno je,
na osnovu zadatih zahteva za slabljenje bo¢nih lukova 4, (od ¢ega zavisi curenje spektra) 1 Sirine
glavnog luka AQ, (od cega zavisi sposobnost razdvajanja po frekvenciji), odrediti vrednosti
karakteristiénih parametara prozorske funkcije, B i N. Parametar B se odreduje na osnovu
empirijske formule [K-4]:

0 A, <1326dB
B =10.76609(4,, —13.26)"* +0.09834(4,, —13.26) 13.26dB< A4, <60dB  (4.65)
0.12438(4,, +6.3) 60dB < 4, <120dB

gde A4, =13.26 dB odgovara slabljenju pravougaone prozorske funkcije na koju se svodi Kajzerova
prozorska funkcija za 3 = 0. Prozorska funkcija projektovana za vrednost [ odredenu prema (4.65)
imace slabljenje bo¢nih lukova koje odstupa od A4, najviSe za 0.36% [K-4].
Optimalna vrednost N se takode mozZe proceniti iz empirijske formule [K-4]:
N 24n(A, +12) 11

(4.66)
155AQ,
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Dakle, Kajzerova prozorska funkcija predstavlja pogodan metod za ograni¢enje duZine
ulazne sekvence Ciji spektar treba odrediti, kojim se na optimalan nain ostvaruje kompromis
izmedu duzine sekvence, frekvencijske rezolucije i curenja spektra.
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Slika 4.11 Kajzerova prozorska funkcija, N = 32: (a) vremenski domen, B = 27, (b) amplitudska
karakteristika, = 2m, (c) vremenski domen, = 3.5x, (d) amplitudska karakteristika, f = 3.57.
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4.7.5 DOLF-CEBISEVLJEVA PROZORSKA FUNKCIJA

Problem odredivanja optimalne prozorske funkcije moze se matematicki postaviti i na
drugacdiji nacin kao optimizacioni problem odredivanja prozorske funkcije Ciji centralni luk ima
minimalnu Sirinu za zadato slabljenje bocnih lukova. Ovaj problem je poznat iz teorije antenskih
nizova i njegovo resenje u kontinualnom slucaju zahteva koris¢enje Dirakovih impulsa. U slucaju
diskretnih sistema postoji egzaktno reSenje u spektralnom domenu.

l 4
0 5 10 15 20 25 30 n
| ®
A W (e1)] (dB)

P
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| ©
A W(e")] (dB)

0 0.2n 0.4n 067 0.8n s
(@)

Slika 4.12 Dolf-éebiﬁevljeva prozorska funkcija, N = 32: (a) vremenski domen, a = 2.5, (b) amplitudska
karakteristika, o = 2.5, (¢) vremenski domen, o = 4, (d) amplitudska karakteristika, o = 4.



4. Diskretna Furijeova transformacija 57

Odbirci spektra Dolf-Cebisevijeve (Dolph-Chebyshev) prozorske funkcije dati su izrazom:

cos{N cos™'[B cos(rck/N)]}
cosh[Ncosh_l(B)]

Wylk] = (~1)F , k=012,..,N-1 (4.67)

gde je:
B= cosh[% cosh 1 (10* )} (4.63)

a a predstavlja logaritam odnosa amplitude centralnog luka i amplituda jednakih bo¢nih lukova.
Odbirci Dolf-Cebisevljeve prozorske funkcije u vremenskom domenu, wp[n], se dobijaju prime-
nom inverzne DFT na odbirke W,[k] iz (4.67), posle Cega se vrsi skaliranje da bi maksimalna
amplituda bila jednaka 1. Na slici 4.12 prikazani su primeri Dolf-CebiSevljeve prozorske funkcije.

4.7.6 KVALITATIVNO POREDENJE PROZORSKIH FUNKCIJA

Uticaj prozorske funkcije na kvalitet analize spektra signala najbolje se moze uociti
posmatranjem rezultata spektralne analize istog signala ograni¢enog razli¢itim prozorskim
funkcijama. Stoga posmatrajmo spektralnu analizu signala koji se sastoji od dve sinusoidalne
komponente koje imaju jako razlicite amplitude 1 (0 dB) i 0.01 (-40 dB). Neka ucestanost prve
komponente bude 10(21/N) a druge 16(2n/N), $to odgovara desetoj i Sesnaestoj komponenti u
DFT spektru bez obzira na to kolika je duzina analizirane sekvence. Amplitudski spektar dobijen
koriS¢enjem pravougaone prozorske funkcije prikazan je na slici 4.13. Vidi se da su amplitude obe
komponente korektno odredene zahvaljujuéi tome S§to se ucestanosti komponenata poklapaju sa

ucestanostima na kojima se izracunava DFT.

A
oF
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-80
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Slika 4.13 Spektar dvokomponetnog sinusnog signala sa pravougaonim prozorom.

Neka se zatim uCestanost prve komponente promeni na 10.5(27/ N) $to predstavlja najgori
slucaj za curenje spektra jer ucestanost signala lezi na sredini izmedu dve ucestanosti na kojima se
izracunava DFT. Ako se duZina sekvence ograni¢i pravougaonim prozorom primenom DFT se
dobija rezultat prikazan na slici 4.14a. Zbog curenja spektra pojavljuju se frekvencijske
komponente kojih nema u ulaznom signalu, a komponenta manje amplitude je maskirana curenjem
spektra komponente signala sa ve¢om amplitudom. To se moglo 1 o¢ekivati s obzirom da se iz
spektra pravougaone prozorske funkcije (4.48) dobija da je na ucestanosti 5.5(2m/N) slabljenje
svega 25 dB, $to znaci da signal koji je slabiji za 40 dB ne moze biti detektovan. Ako se za
ograni¢enje sekvence primeni trougaona prozorska funkcija curenje spektra se smanjuje ali ne
dovoljno da bi se detektovao signal manje amplitude.
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Hanova prozorska funkcija jo§ viSe smanjuje curenje spektra tako da se u amplitudskom
spektru primecuje postojanje manje komponente signala $to je prikazano na slici 4.14b. Ipak, zbog
nedovoljnog potiskivanja curenja spektra, minimum u amplitudskom spektru izmedu dva
maksimuma je svega 3 dB manji od amplitude manje komponente. Zbog toga je u prisustvu Suma
otezana detekcija slabijeg signala. NeSto bolji rezultati dobijaju se primenom Hemingove prozorske
funkcije ali se sa slike 4.14c vidi da je zbog curenja spektra amplituda slabije komponente
povecana 1 iznosi oko -35 dB.

Primenom Blekmanove prozorske funkcije dobijaju se znacajno bolji rezultati Sto se vidi sa
slike 4.14d. Minimum izmedu dva maksimuma je manji za oko 17 dB od amplitude slabije
komponente $to obezbeduje pouzdanu detekciju obe komponente signala.

Dolf-Cebisevljeva prozorska funkcija daje takode odli¢ne rezultate koji su prikazani na slici
4.14e za vrednost parametra o =2. Nedostatak ove prozorske funkcije je konstantan nivo
spektralnog curenja koji, iako je mali, moze smetati u nekim primenama.

Kajzerovom prozorskom funkcijom dobija se najbolji izgled spektralnog sadrzaja signala.
Na slici 4.14f prikazan je amplitudski spektar dobijen primenom Kajzerove prozorske funkcije sa
parametrom 3 =3n. Minimum izmedu maksimuma je potisnut za 22 dB u odnosu na amplitudu
slabije komponente. Potiskivanje komponenata usled curenja spektra je bolje od 70 dB u vecem
delu skale ucestanosti. Dodatna pogodnost Kajzerove prozorske funkcije je moguénost kontrole
curenja spektra promenom slobodnog parametra 3 §to je objasnjeno u odeljku 4.7.4.
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Slika 4.14 Spektar dvokomponetnog sinusnog signala sa prozorskim funkcijama: (a) pravougaona,
(b) Hanova, (¢) Hamingova, (d) Blekmanova, (e) Dolf-éebi§evljeva, o =3, (f) Kajzerova, § = 37.
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4.7.7 KVANTITATIVNO POREDENJE PROZORSKIH FUNKCIJA

Da bi se kvantitativno uporedio kvalitet prozorskih funkcija u pogledu uticaja na spektar
signala koji se ogranicava prozorskom funkcijom potrebno je ispitati frekvencijske karakteristike
DFT signala ograni¢enog prozorskom funkcijom. Postupak je istovetan kao postupak koji je
sproveden u odeljku 4.6 za DFT bez prozorske funkcije, odnosno, DFT sa pravougaonom
prozorskom funkcijom. Najvazniji rezultati detaljnijeg kvantitativnog ispitivanja uticaja prozorskih
funkcija na izraCunavanje spektra signala prikazani su u Tabeli 4.2.

Pored maksimalne amplitude bo¢nih lukova koja je prikazana u prvoj koloni Tabele 4.2, od
interesa je 1 brzina kojom amplitude bocnih lukova opadaju sa porastom ucestanosti. Nagib
anvelope koja spaja maksimume bo¢nih lukova u spektru izrazava se u dB/okt i iznosi —6m dB/okt .
Brzina opadanja amplitude bo¢nih lukova prikazana je u drugoj koloni Tabele 4.2.

Koherentno pojacanje (engl. coherent gain) predstavlja promenu amplitude k-te
komponente DFT kada ulazni signal predstavlja diskretnu eksponencijalnu funkciju ¢ija se
ucestanost poklapa u€estanos¢u k-te komponente DFT. Zbog uticaja prozorske funkcije dolazi do
promene vrednosti detektovane amplitude:

N-1 N-1
F[k]= Z(w[n]Aejo‘k”/N)e‘jznk”/N :AN(% Zw[n]j = ANG, (4.69)
n=0 n=0

Koherentno pojafanje G, , definisano izrazom (4.69), prikazano je u trecoj koloni Tabele 4.2.

Ekvivalentni propusni opseg suma (ENBW) definisan je u odeljku 4.6 kao propusni opseg
idealnog filtra koji propusta beli Sum cija je snaga jednaka snazi belog Suma koja se registruje na
nekom DFT izlazu. Ako beli Sum na ulazu ima srednju vrednost nula i konstantnu gustinu spektra
snage, onda se za ekvivalentni propusni opseg Suma dobija [H-3]:

N-1
N wn]
ENBW = —1=0 (4.70)

N-1 2
n=0

Sto je prikazano u Cetvrtoj koloni Tabele 4.2. Propusni opseg, prikazan u Tabeli 4.2, normalizovan
je deljenjem sa frekvencijskim razmakom DFT odbiraka (Ao=2n/N, ili AF =F,/N).
Interesantno je primetiti da prozorske funkcije sa Sirokim glavnim lukom imaju veliki ekvivalentni
propusni opseg Suma.

Kao mera za Sirinu glavnog luka moze se iskoristiti i propusni opseg defiisan slabljenjem od
3 dB u odnosu na maksimum spektra prozorske funkcije pri cemu se normalizacija vr$i na Sirinu
razmaka DFT odbiraka. Ponekad se kao mera koristi i propusni opseg definisan slabljenjem od 6
dB. Normalizovani propusni opseg definisan slabljenjem od 3 dB prikazan je u petoj koloni Tabele
4.2.

Signali koji se ne poklapaju sa ucestanostima DFT komponenata bi¢e detektovani sa
oslabljenom amplitudom usled "scalloping" slabljenja. Ovo slabljenje se definiSe kao odnos
amplitude DFT odbirka koji se dobija kada se na ulazu pojavi signal ¢ija je ucestanost jednaka
ucestanosti DFT komponente i DFT odbirka koji se dobija kada se na ulazu pojavi signal ¢ija se
ucestanost razlikuje od ucestanosti DFT komponente za polovinu frekvencijskog razmaka. Dakle:
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~ W(ejn/N)
SL = —W(ejo) (4.71)

"Scalloping" slabljenje prozorskih funkcija (u dB) prikazano je u Sestoj koloni Tabele 4.2.

Slabljenje usled procesiranja (engl. worst-case processing loss) predstavlja meru smanjenja
odnosa signal/Sum usled primene prozorske funkcije. PoSto se ovo slabljenje definiSe kao zbir
maksimalnog "scalloping" slabljenja (u dB) i logaritma ekvivalentnog propusnog opsega Suma
10log ENBW nije prikazano u Tabeli 4.2 jer se moze lako izraCunati.

Iz prethodnih analiza se vidi da od svih prozorskih funkcija najmanju Sirinu centralnog luka
ima pravougaona prozorska funkcija. To znaci da ¢e druge prozorske funkcije imati veéu snagu
Suma na izlazu pa je potrebno dodatno procesiranje za otklanjanje Suma. Dodatno procesiranje se,
kao §to ¢e biti objasnjeno u glavi 13, vrsi podelom ulazne sekvence na delove koji se preklapaju i
usrednjavanjem dobijenih rezultata. Ako je preklopljeni deo podsekvenci 1-1/R, gde se R>1
naziva redundansa, korelacioni koeficijent preklapanja definise se kao:

(-1/R)N
z winw[n+IN/R]
C(l)=—="— (4.72)

N-1 5
2. win)
n=0

1 predstavlja stepen korelacije sukcesivnih DFT izlaza u funkciji R kada je ulazni signal Gausov
Sum nulte srednje vrednosti. U sedmoj koloni Tabele 4.2 prikazane su vrednosti korelacionog

koeficijenta preklapanja za preklapanje od 75% (R = 4).

Tabela 4.2 Karakteristike najvaznijih prozorskih funkcija.

rroar | et TomimidKoberwn] gy [ B Pestring Korlc
Pravougaoni -13 -6 1.00 1.00 0.89 3.92 75.0
Trougaoni -27 -12 0.50 1.33 1.28 1.82 71.9
sin (x) -23 -12 0.64 1.23 1.20 2.10 75.5
Hanov -32 - 18 0.50 1.50 1.44 1.42 65.9
Hemingov -43 -6 0.54 1.36 1.30 1.78 70.7
Blekmanov - 58 - 18 0.42 1.73 1.68 1.1 56.7
Blekman-Haris (3 ¢lana) -61 -6 0.45 1.61 1.56 1.27 61.0
Blekman-Haris (3 ¢lana) - 67 -6 0.42 1.71 1.66 1.13 57.2
Blekman-Haris (4 ¢lana) -74 -6 0.40 1.79 1.74 1.03 53.9
Blekman-Haris (4 ¢lana) -92 -6 0.36 2.00 1.90 0.83 46.0
Kajzerov (B =2n) -46 -6 0.49 1.50 1.43 1.46 65.7
Kajzerov (B =3.5m) - 82 -6 0.37 1.93 1.83 0.89 48.8
Dolf-Cebisev (a0 = 2.5) -50 0 0.53 1.39 1.33 1.70 69.6
Dolf-Cebisev (o = 4) - 80 0 0.42 1.73 1.65 1.10 55.9




